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Teil VIII

Klassischer Limes, Thermodynamik &
Altern

VIII.1 Einleitung & Zielbild

VIII.1.1 Motivation

Der Frame-Budget-Ansatz (FBA)! zielt in diesem Teil auf eine konsistente Herleitung zweier
Ubergénge, die in Standarddarstellungen oft getrennt behandelt werden: (i) des klassischen
Limes fir (typischerweise) quantenoffene Systeme und (ii) des thermodynamischen Pfeils
im unselektierten Bild. Der gemeinsame Kern ist dabei keine zusétzliche Dynamikannahme,
sondern die Kombination aus zuldssiger Mikrodynamik (CPTP/GKLS), wohldefiniertem
Coarse-Graining und den daraus folgenden Informationsmonotonien (DPI/Spohn). Damit
wird prézise, in welchen Regimen eine effektive klassische Beschreibung zuldssig ist, und
warum Irreversibilitdt im effektiven Bild als Konsequenz zuléssiger Verarbeitung (statt als
heuristisches Zusatzpostulat) erscheint.? 3 4

Wir trennen dabei bewusst (a) einen mathematischen Limes (z. B. Kontinuums-/Large-N-
/Skalenlimes) von (b) einem operativen Limes (Messauflosung, Protokollklassen, zuléssige
Vergroberungen): Erst die operative Schicht macht Aussagen iiber ,klassisch beobachtbar® in
endlicher Praxis robust.

Arbeitsbegriff: , klassisch* im FBA

In Teil VIII heift ,klassisch“ nicht ,,h — 0 per Postulat®, sondern: Es existiert ein
zuléssiger Vergroberungskanal R (Coarse-Graining), so dass p = R(p) eine effektive
(pointer- /protokollstabile) Zustandsbeschreibung liefert, deren Vorhersagen gegeniiber
zuléssigen weiteren Verarbeitungen robust sind (DPI/Spohn). Der mathematische Limes
(Kontinuum/Large- N /Skalen) dient nur dazu, geschlossene klassische Gleichungsformen
(z.B. Fokker-Planck/Langevin) als Grenzbeschreibung herzuleiten; welche Grofien
klassisch beobachtbar* sind, entscheidet die operative Schicht.

Konkret zeigen wir: Aus CPTP-/GKLS-Dynamiken zusammen mit zuldssigem Vergrobern
(Dekohérenz, Pointer—Selektion, Markov-SchlieBung) ergeben sich in geeigneten Grenz- und
Schliefsungsregimen effektive klassische Master-, Fokker—Planck- und Langevin—Gleichungen.
Entropieproduktion und zweite-HS-Aussagen werden dabei als Konsequenzen des Datenverar-
beitungspfeils (Spohn/DPI) im unselektierten Bild identifiziert (unter jeweils klar benannten
Referenz- /Markovannahmen). Fluktuationssitze (IFT/Crooks/Jarzynski) werden anschlie-
Bend als Pfadversionen formuliert, jedoch nur unter den jeweils explizit genannten Zusatz-
annahmen (Mikroreversibilitat / lokale detailed balance und geeignete Randbedingungen).
Darauf aufbauend definieren wir Altern als kalibrierte Akkumulation irreversibler interner

!Ein Uberblick iiber alle Teile der FBA-Abhandlung inklusive Downloadlinks findet sich in Kapitel VIII.12
dieses Dokuments.

2Siche FBA Teil I: FBA - CGrundlagen, Abschn. 1.1-1.6.

3Siche FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. TV.2-TV.7.

1Siehe FBA Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, insb. Kap. I1.4 sowie Kap. I1.6-11.7.



Budgetnutzung entlang einer Weltlinie und grenzen es gegeniiber blofler Eigenzeitakkumulati-
on ab, weil nur so ein empirisch scharfes Ma$ fiir irreversible ,,Systemgeschichte“ entsteht, das
nicht mit Kinematik (Zeitdilatation) verwechselt werden kann. (Entropien S werden dabei als
informations-theoretische, dimensionlose Grofien gefithrt; physikalische Entropien tragen ggf.
den Faktor kg, und 3 = (kgT)~! wird nur dann verwendet, wenn T operational eingefiihrt
ist.)

VIII.1.2 Logikpfad der Abhandlung

Der Aufbau ist so gewéahlt, dass die Kette von Mikrostruktur zu makroskopischer Beschreibung
ohne Sprungstellen auskommt: Zuerst werden die zuldssigen Operationen und ihre Monotonien
fixiert, erst dann werden klassische Gleichungen und thermodynamische Aussagen als Folgen
dieser Fixierungen (plus klar markierter SchlieBungs-/Kalibrationsannahmen) herausgezogen.
Andernfalls wiirden klassische Dynamik und zweiter Hauptsatz wie zusétzliche Postulate
wirken, statt als Konsequenzen zuléssiger Verarbeitung.

1. Abfolge & Budget: Die geordnete Folge globaler Zustande mit Minimalereignissen
tragt ein Budgetkalkiil (intern/extern/irreversibel). Das ist der Ausgangspunkt, weil
ohne Bilanz- und Zerlegungsstruktur weder ,, Kosten“ noch ,Irreversibilitdt“ operativ
definierbar wéren.

2. Zuldssige Dynamik: Auf Mikroebene sind Prozesse CPTP; im Zeitkontinuum verwenden
wir (zeitlokale) GKLS-Beschreibungen im unselektierten Bild (bzw. prézise: solche
effektiven Generatoren nur in Regimen, in denen eine CP-divisible, zeitlokale Beschrei-
bung operational gerechtfertigt ist) und arbeiten mit thermisch motivierten Referenzen
(stationér oder instantan, je nach Protokollklasse und Existenz einer geeigneten Re-
ferenz). Diese Ebene ist notwendig, weil wir den klassischen Limes aus erlaubten
Mikrodynamiken ableiten wollen, nicht aus klassischen Annahmen.

3. Coarse—Graining: Ein zulassiger Vergroberungskanal R (operativ pointerstabil im
jeweiligen Protokoll) erzeugt effektive klassische Zusténde p = R(p); DPI/Spohn
liefert Kontraktionen/Monotonien fiir zuldssige Verarbeitung. Dieser Schritt ist der
Mechanismus, der ,effektive Klassizitat® erklirt: Klassische Zustédnde sind die stabilen,
unter zuléssiger Vergroberung robusten Trager der verbleibenden Information.

4. Klassische Gleichungen: Aus der Master—Gleichung folgen im Skalenlimes Kramers—
Moyal / Fokker—Planck und &quivalente Langevin—Formen; der reversible Anteil liefert
im geeigneten Grenzregime Liouville-/Hamilton—-Dynamik (Ehrenfest—Limes). Hier
wird sichtbar, warum unterschiedliche klassische Gleichungsformen nicht konkurrieren,
sondern verschiedene Projektionen desselben Coarse—Graining—Bildes sind.

5. Thermodynamischer Pfeil: Entropieproduktion ¥ ist im unselektierten GKLS-Bild nicht-
negativ, sofern die jeweilige Referenz-/Stationaritétsstruktur (Spohn-Setting) erfiillt
ist; Clausius- und Landauer-Ungleichungen folgen als budgetkalibrierte Konsequen-
zen. Fluktuationssétze (IFT/Crooks/Jarzynski) schliefen daran an, jedoch nur unter
expliziten Pfad-/Balanceannahmen. Dieser Schritt ist die eigentliche ,,Pfeil“-Aussage:
Irreversibilitdt erscheint als Monotonie unter zuldssiger Verarbeitung, nicht als Zusatz-
postulat.

6. Altern: A wird als kalibriertes Linienintegral der irreversiblen internen Budgetrate
entlang einer Weltlinie definiert und ist damit konzeptionell und empirisch von der



geometrischen Eigenzeit 7ge, trennbar. Diese Trennung ist entscheidend, weil nur A die
irreversible Komponente erfasst, wahrend 74, auch in reversiblen Regimen akkumuliert.

VIII.1.3 Scope und Abgrenzung

Wir arbeiten flach (kein Kriimmungsterm) und kinematisch (keine Backreaction). Dynamiken
sind GKLS-konform beziehungsweise zeitlokal CP—divisibel; nichtmarkovsche Erweiterungen
dienen nur als Vergleich und werden nicht als Monotonie-Quelle verwendet. Lokalitét/No—
Signalling werden als Zuldssigkeitsbedingungen iiber die in den FBA - Grundlagen eingefiihrte
Kompositionsstruktur und die dort fixierten ,,Keine Budgetinflation durch Umverdrahtung“-
Schranken implementiert (keine zusétzliche Dynamikannahme in diesem Teil, sondern Teil des
Zulissigkeitsrahmens).® Fragen der Gravitation aus Budgetfliissen, der Skalen/Renormierung
und der kosmischen Dynamik werden in den Teilen VI, VII und IX vertieft.6 7 &

VIII.1.4 Beitrag gegeniiber Standardansatzen

Anstatt (i) den klassischen Limes iiber ad-hoc-,klassische“ Postulate einzufiihren oder (ii)
den zweiten Hauptsatz heuristisch zu begrinden, stellen wir die Ableitung so auf, dass die
wesentlichen Aussagen aus CPTP/GKLS, DPI/Spohn und dem Budgetkalkiil folgen, wobei die
jeweils benétigten Zusatzannahmen (Pointer-Stabilitiat, Markov-SchlieSung, detailed balance
bzw. Mikroreversibilitdt, Randbedingungen) explizit benannt werden. Pointer—Strukturen und
Fokker—Planck—Koeffizienten erscheinen als operativ stabilste Modi zuléssiger Vergroberung,
und Landauer/Crooks/Jarzynski werden zu prézisen, kalibrierten Budget—Statements. Neu ist
auBerdem die beobachtbare Grofie Altern als (zeitartig kalibrierte) Akkumulation irreversibler

interner Nutzung, die konzeptionell von Eigenzeit und kinematischer Zeitdilatation getrennt
bleibt.

VIII.1.5 Lesefaden

Teil VIII ist modular: Wer nur die Entscheidlogik (Pass/Fail) und die experimentellen Anker
sucht, kann mit der Checkliste starten und dann gezielt zu den bendtigten Ableitungen
zuriickspringen.

Empfohlene Kurzpfade sind:

(i) Klassischer Limes Kapitel VIII.3 — Kapitel VIII.4 — Kapitel VIII.5,

(ii) Thermodynamik/Transport Kapitel VIII.6 — Kapitel VIII.T — Kapitel VIII.9,
(iii) Altern Kapitel VIII.8 (mit Riickbezug auf Kapitel VIIL.6).

Der lineare Lesegang (Kapitel fiir Kapitel) ist:

o Kapitel VIII.2 - Vorangestellte Grundlagen & Konventionen: Import der be-
notigten Bausteine und Konventionen aus den FBA - Grundlagen (Notation, Einheiten,

5Siehe FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kompositionsstruktur; Lemma , Keine Budgetinflation durch
Umverdrahtung®.

5Siche FBA Teil VI: Gravitation & Geometrie aus Budgetflisssen, Einleitung und Uberblick.

"Siehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Einleitung und Uberblick.

8Siehe FBA Teil IX: Kosmische Dynamik, Time Dilation & Inflation (TDI), Einleitung und Uberblick.



Front-/Kalibrationssprache), damit die folgenden Ableitungen ohne stille Bedeutungs-
wechsel auskommen.”

o Kapitel VIII.3 - Dekohirenz, Pointer—Projektion & klassischer Limes: Deko-
hérenz als Coarse-Graining-Mechanismus; Pointer—Projektion als operative Klassikali-
sierung und Ableitung einer effektiven Mastergleichung als erster ,klassischer Proxy*
fiir spatere Thermodynamik- und Transportaussagen.

o Kapitel VIII.4 - Master — Fokker—Planck — Langevin: Diffusiver Skaleniiber-
gang (Kramers—Moyal/Fokker—Planck/Langevin) inklusive klar benannter Regularitéts-
und Trunkationsannahmen; liefert die Standardform fiir Raten, Drift und Rauschterme
im klassischen Regime.

o Kapitel VIIL.5 - Ehrenfest-/Hamilton—Limes & effektive Trajektorien: Deter-
ministischer Grenzfall (Ehrenfest/Hamilton) als weitere Reduktion derselben Coarse-
Graining-Struktur; erklért, wann , Trajektorien® als effektive Beschreibung zuléssig sind
und wo sie scheitern.

o Kapitel VIII.6 - Thermodynamik I: Entropieproduktion, DPI/Spohn &
zweiter Hauptsatz: Herleitung von Entropieproduktion und zweitem Hauptsatz
aus DPI/Spohn und budgetkalibrierter Bilanz (mit expliziten Zusatzannahmen zu
Stationaritét/Referenzen).

o Kapitel VIIL.7 - Thermodynamik II: Fluktuationssitze (Crooks/Jarzynski)
im FBA: Fluktuationsrelationen als feinere Tests derselben Bilanz- und Monotonie-
struktur; macht klar, welche Annahmen (z.B. Zeitumkehr-/Detailed-Balance-Néhe,
Protokollkontrolle) notig sind.

« Kapitel VIIL.8 - Altern im FBA: Definition, Metrik & Beobachtbarkeit:
Altern als kalibrierter irreversibler interner Linienfluss (Abgrenzung zur geometrischen
Eigenzeit); gibt messbare Metriken/Surrogate und zeigt, welche Observablen das Altern
iiberhaupt identifizieren.

o« Kapitel VIII.9 - Nichtgleichgewicht & Transport: FDT, Green—Kubo &
Budgetfliisse: Anschlusskapitel fiir Nichtgleichgewicht: FDT und Green—Kubo als
Konsistenz- und Rekonstruktionswerkzeuge, die direkt an die in Thermodynamik I/1I
eingefiihrten Produktions- und Bilanzgrofien andocken.

« Kapitel VIIL.10 - Vergleich & Einordnung zum Standard: Ubersetzung in
Standard-QM /StatPhys-Sprache und Herausarbeiten dessen, was im FBA als Prozy-
/Regime-Test neu hinzukommt (statt nur ,alternative Gleichungen“ zu behaupten).

o Kapitel VIII.11 - Zusammenfassung & Checkliste (Pass/Fail): Kompakter
Abschluss: Entscheidungsgeriist, typische Failure-Modes und eine schnelle Smoke-Test-
Checkliste, die sich direkt als Anhang zu Datensétzen/Simulationen verwenden lésst.

9Siehe FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Notation, Einheiten, Front-/Kalibrationssprache.



VIIL.2 Vorangestellte Grundlagen & Konventionen (Import
aus Teil I: FBA-Grundlagen)

Dieses Kapitel schafft einen stabilen Ausgangspunkt: Fiir den klassischen Limes und thermo-
dynamische Aussagen ist entscheidend, dass wir (i) zuldssige Mikrodynamik (CPTP/GKLS),
(ii) Budgetbilanzen und (iii) die daraus folgenden Monotonien nicht stillschweigend variie-
ren. Deshalb importieren wir die ben6tigten Bausteine unverdndert und ergénzen lediglich
die Notation dort, wo wir spater klassische Generatoren, Drift- /Diffusionskoeffizienten und
Entropiefliisse prizise formulieren.!©

Importierte Bausteine (unverédndert)

Wir iibernehmen die folgenden Bausteine ohne Neudefinition aus Teil I: FBA - Grund-
lagen.

o Abfolge globaler Zustinde & Minimalereignisse: Teil I, Kap. [.2 ,Glo-
bale Zustédnde, Frame-Folge und Minimalereignis (ME)*; Teil I, Kap./Box 1.2
,2Koaktualitdt und Refinement-Invarianz®

e Differenzfunktion & operative Minimaldifferenz: Teil I, Box 1.2 , Differenz-
funktion & operative Minimaldifferenz“.

» Budget-Kalkiil (intern/extern/irreversibel) & Bilanz: Teil I, Kap./Box 1.3
,Ein-Schritt-Budget & Zerlegung*; Teil I, Formelkasten 1.3 , Bilanzgleichungen®;
Teil I, Lemma 1.3 ,Refinement-Invarianz der Bilanz“

o« Externe Kalibration & Front: Teil I, Definition 1.3 , Kalibration und Front-
kosten“; Teil I, Lemma 1.3 , Frontschranke*; Teil I, Korollar 1.3 , Signalfront*.

o Eigenzeit & Altern, Minkowski-Limes: Teil I, Definition 1.4 ,Figenzeit
(proper time)“; Teil I, Formelkasten 1.4 ,Eigenschaften der Eigenzeit“; Teil I,
Definition 1.4 ,Alterung (irreversibel); Teil I, Formelkasten 1.4  ,Minkowski-Limes
& Quadrik®; Teil I, Lemma 1.4 ,Zeitdilatation®.

o Zulassige Dynamik (CPTP/GKLS), DPI/Spohn: Teil I, Definition 1.5
»Admissible Channels (CPTP)“; Teil I, Formel 1.5 , Kraus/Stinespring*; Teil I,
Lemma 1.5 ;Messung als CPTP*; Teil I, Definition 1.5 ,,GKLS-Generatoren (offene
Systeme)*; Teil I, Formel 1.5 ,Spohn-Monotonie“; Teil I, Lemma 1.5 ,;Semigroup—
Budget*; Teil I, Definition/Korollar 1.5 ,DPI-Pfeil & No-Recovery*“.

o Komposition, Lokalitat & No-Signalling: Teil I, Definition 1.6 ,,.Symmetrisch-
monoidale Struktur®; Teil I, Formel 1.6 ,Budget-Additivitat“; Teil I, Lemma 1.6
,No-Wire-Inflation & lokale Operationen*; Teil I, Korollar 1.6 , Kausalkegel &
lokale GKLS“.

Damit ist festgelegt, was im weiteren Verlauf als bereits operativ fixiert gilt. Was nun noch
fehlt, ist eine konsistente Sprachschicht fiir den Ubergang zu effektiven klassischen Zustéinden
und fiir die thermodynamischen Grofien, die wir spéter aus DPI/Spohn und Budgetfliissen
ableiten. Um die Importfunktion dieses Kapitels nicht zu iiberfrachten, biindeln wir die
Konventionen in zwei kompakten Notationsboxen (Budget/Thermo vs. Stochastik/GKLS).

10Siehe FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.2-1.6 (importierte Bausteine).
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Notation & Konventionen I: Budget, Zeit, Thermo

o Diskret vs. Kontinuum: Schrittindex n € Z; §(-) fiir Ein-Schritt-Inkremente,
d(-) fir differentielle Groen; Y- 0(-) vs. [d(-).

o Budget-Zerlegung & Zeitkalibration: 0bin, = 605 +0biyy mit 0biyy > 0 (analog
im Kontinuum). Mit x, (und o, := k;1):

dTgeo _ dbint 7 dA — dbirr > 0’ thot — % = dTgeo + dA.
K

T Rt T

o Einheiten/Kalibration: c ist die Kalibrationskonstante der schnellsten zuléssi-
gen Fronten (metrologisch fixiert); ¢ und kg bleiben explizit (keine c=1, kp=1).

e Thermo-Konventionen: ) > 0 ins System, W > 0 Arbeit am System, 8 =
(kgT)~!. Fiir ein Bad bei 3: dSeny = —B0Q. (Hier ist 6Q thermodynamische

Notation fiir ein inexaktes Differential und nicht mit §(-) zu verwechseln.)

Notation & Konventionen II: GKLS, Reduktion, Stochastik

o GKLS & Referenzen: p = L;(p). Gemeinsame Referenz: £;(p*) = 0 Vt. Instan-
tane Referenz: £:(p;) = 0 (Monotonien relativ zu p; nur mit explizit kontrollierten
Zusatztermen). Standardméfig endlichdimensional; im unendlichdimensionalen
Fall sind Doménen/Stetigkeit/Smearing explizit zu ergédnzen.

e Coarse—Graining: CPTP-Reduktion R : p > p; effektiver klassischer Generator
Kt fur Pt

« Fokker—Planck/Langevin (Itd): 0;p = —0;(a;p) + 0;0;(D;jp) mit D > 0,
dquivalent als dr = adt + B dW; mit 2D = BBT (Details im jeweiligen Kapitel).

o Minimal-Symbolik: | - ||, E[], In.



VIII.3 Dekohirenz, Pointer—Projektion & klassischer Limes

Der klassische Limes entsteht im FBA nicht durch zusétzliche Postulate, sondern als robuste
Effektivbeschreibung, wenn geeignete Pointer—Sektoren die relevanten Freiheitsgrade biindeln
und Off-Diagonalen auf einer kurzen Zeitskala relaxieren.[1, 2] In diesem Kapitel prazisieren
wir zunéchst die Reduktion p — p, formulieren anschliefend die zugehorigen Kontraktionen/-
Monotonien (DPI/Spohn)[3-5] unter dieser Reduktion und geben schlieBlich hinreichende
Bedingungen an, unter denen eine (ndherungsweise) geschlossene Master—Gleichung fiir p,
resultiert.[6-8] 11 12

VIII.3.1 Primitive, Definitionen & Reduktionsabbildungen

Zuerst fixieren wir, was unter einer pointerstabilen Zerlegung zu verstehen ist und wie
klassische Variablen operativ aus p extrahiert werden. Entscheidend ist dabei: Die Wahl der
Sektoren ist keine blofle Konvention, sondern wird an der tatséchlichen (GKLS-)Dynamik
gemessen.[6—8] Nur dann ist ,klassisch® gleichbedeutend mit ,unter zuldssiger Dynamik
stabil“[1, 2]

Definition VIIIL.3.1.1: Pointer—Familie & pointerstabile Projektion

Eine endliche oder abzahlbare Projektor—Familie {II, },cx heiit Pointer—Familie, wenn
1. Projektive Auflésung:

I, 1T, = 8,11, > I, =1
TEX

(Falls X abzéhlbar unendlich ist, sei die Summe im iiblichen Sinn der Operatoral-
gebra zu verstehen, z. B. als starke Grenzwertbildung.)

2. Dekohédrenzstabilitit: Die GKLS-Dynamik p = L(p) dampft die Off-
Diagonalen I, pII, fir « # y auf einer Zeitskala 7qe. exponentiell,[1, 2, 8] d.h. es
existieren Konstanten Cyec, Ydec > 0 mit (fiir eine geeignete, dynamikkompatible
Norm || - )

HHrPtHyH < C’dec ei’ydeCt HHHCPOHZJHv (‘T 7& y)u Tdec ™~ ’Yd_elc'

Mit einer pointerstabilen Familie ist , klassisch* zunéchst ein Informationsbegriff: Wir behalten
die Populationsanteile in den Sektoren und verwerfen kohdrente Querterme. Damit diese
Reduktion nicht nur eine Momentaufnahme ist, fixieren wir zusétzlich eine kanonische
Riickeinbettung, so dass Schliefungsfehler explizit sichtbar werden.

"Siche FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.4-IV.6 (Dekohirenzmechanismen, Messinstru-
mente).
12Siehe FBA Teil III: Quantenkinematik & CPTP-Kanile, Kap. II1.3-1I1.5 (CPTP, Kanile, Strukturen).



Definition VIII.3.1.2: Coarse—Graining R und klassische Einbettung ¢

Wir identifizieren den klassischen Zustandsraum mit einem kommutativen ,Register X
mit Basis {|z)}zex. Das Coarse-Graining ist der Quantum—to—Classical-Kanal[9, 10]

R(p) = Y tr(lyp)|z)zl,  dh  pg:=tr(Ilp).
TeX

Eine kanonische Finbettung ¢ hebt p in den blockdiagonalen Teil des Zustandsraums an,

z. B.
up) = pr Oz,
x

mit fest gewdhlten Représentanten o, auf den Tragern II, (o, > 0, tro, = 1, I, 0,11, =
o). Dann gilt R o ¢ = id auf dem klassischen Simplex (als Zusténde auf X).

Die zentrale technische Frage ist nun: Wann ist die reduzierte Beschreibung dynamisch ge-
schlossen? Genau dafiir brauchen wir eine prézise Formulierung, die (i) Zeitskalen—Separation
und (ii) einen kontrollierten Schliefungsfehler trennt.

Definition VIII.3.1.3: SektorschlieBung & Zeitskalen—Separation

Wir sagen, {II, } erfiille Sektorschlieffung, wenn es einen (ggf. zeitabhéngigen) klassischen
Generator K; (Rate-Matrix) gibt, so dass fiir alle zuléssigen p

R(L:(u(p)) = Kip + Oe),

wobei £ < 1 einen kleinen SchlieBungsfehler (z. B. jenseits einer Sakularapproximation)
bezeichnet. Zusétzlich gelte Tqec <K Tobs (Zeitskalen—Separation), so dass Off-Diagonalen
auf Beobachtungsskalen vernachlédssigbar sind. Im geschlossenen Limes ist ¢ — 0 zu
verstehen.

Damit ist klar, was ,klassischer Limes“ hier konkret bedeutet: Nicht ,,p wird klassisch*, sondern
»die projizierten Groéflen p bilden auf den relevanten Skalen ein autonomes, stochastisches
System®. Um K; zu identifizieren, ist es hilfreich, Sprungraten direkt aus einer Lindblad-
Zerlegung abzulesen. [6-8]



Formelkasten VIII.3.1.1: GKLS—Generator und Populationsraten

Schreibe (zeitabhéngig, falls getrieben)[6, 7]

Li(p) = =ilHu, p) + 3 (LagpLl, — 3{LE L. p}).

(07

Wir verstehen p als Spaltenvektor und p = Kp. Fiir y # x definieren die Sprungraten

Ky(t) == Ytr[y Lagon Lh,|,  Kew(t) = = Kp(t).
a YF#x

Dann ist K; spaltenstochastisch (3, Ky, = 0) und Ky.(t) > 0 fiir y # .[§]

Hamilton-Anteil (Scope). Der Term —i[Hy, p] triagt zur Populationsbilanz nur dann
nicht bei, wenn H; die Sektoren nicht mischt (z. B. [Hy, II;] = 0 oder sektormischende
Terme sind im Sdkularlimes gegeniiber T4oc < Tobs effektiv ausgemittelt).[8] In diesem
Fall erzeugt H; primér Phasen bzw. Drift innerhalb der Sektoren.

Diese Identifikation ist nicht blofl Formalismus: Sie macht sichtbar, welche Mikromodi
sklassisch® iiberleben (die Raten) und welche nur als sektorinterne Koordinatisierung auftreten
(unitdre Phasen/Drift). Fiir Details zur GKLS-Normalform und zur CPTP-Struktur geniigt
hier der Verweis auf die Grundlagen.'? '

VIIL.3.2 DPI/Spohn—Monotonie unter Projektion

Reduktion ist nur dann physikalisch brauchbar, wenn sie die grundlegenden Kontraktionen
zuléssiger Dynamik nicht verletzt. Intuitiv: Coarse-Graining darf Unterscheidbarkeit nicht er-
héhen. Genau daraus entsteht das klassische H-Theorem als ,,Schatten* der zugrundeliegenden
Monotonien.[3-5]

Lemma VIII.3.2.1: Klassisches H-Theorem im projizierten Markov—Fluss

Sei p; := R(p:) und gelte SektorschlieBung im Sinne von Definition VIII.3.1.3, d.h.
pr = Kipr + O(e). Sei p* ein positives Referenzmaf, das gemeinsam stationér ist, d. h.
K;p* = 0 fiir alle t. Dann gilt (fiir endliche X, bzw. im abzéhlbaren Fall bei endlicher
Divergenz) im geschlossenen Limes (¢ — 0)

d

—D *) < 0.
& Dllp) < 0

Zusétzlich gilt punktweise (DPI der Projektion)[3, 4]

D(pillp*) = D(R(p)IR(p™)) < D(ptllp™)

fir jedes p* mit R(p*) = p*.

13Siehe FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.5 (Kraus/Stinespring, GKLS).
14Sijehe FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.2.
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Beweisskizze VIII.3.2.1: Klassisches H-Theorem im projizierten Markov—
Fluss

(1) Klassische Markov-Kontraktion. Fiir p = K;p und ein gemeinsames stationéres
p* ist die klassische relative Entropie D(p:||p*) eine Lyapunov-Funktion; die Zeitablei-
tung lasst sich als Summe nichtnegativer Beitrége (Log-Sum-/Konvexitatsargument)
schreiben, also 4 D(p;|p*) < 0. Bei p = K;p+0O(e) gilt entsprechend 4 D(p[[p*) < O(e).
(Falls statt eines gemeinsamen p* nur ein instantanes p; vorliegt, entstehen die bekann-
ten Zusatzterme; diese werden im Thermodynamikteil nur dort benutzt, wo sie explizit
kontrolliert sind.)

(2) DPI der Projektion. Da R CPTP ist, gilt fiir alle Zustande p,o: D(R(p)||R(0)) <
D(pl|o).[3, 4] Setzt man o = p* mit R(p*) = p*, erhélt man die punktweise Schranke.

(3) Bezug zu Spohn (Konsistenz). Falls p* ein gemeinsamer GKLS-Referenzzustand
ist (Li(p*) = 0 Vt), liefert Spohn zusitzlich 4 D(p,||p*) < 0.[5] Die Projektion erzeugt
damit keinen ,kiinstlichen Pfeil“, sondern iibertragt Kontraktion in das klassische Bild.

Damit ist die thermodynamisch relevante Aussage vorbereitet: Unter zuléssiger Projektion wird
Irreversibilitat nicht ,hineinprojiziert“, sondern bleibt als Kontraktion sichtbar. Zusammen mit
der Sektorschliefung folgt die (ndherungsweise) autonome Master-Dynamik fiir p; inklusive
Lyapunov-Struktur.

Korollar VIII.3.2.1: Klassische Master—Dynamik & Kontraktion

Unter SektorschlieBung (Definition VIIL.3.1.3) gilt fir p: eine (zeitlokale) Master—
Gleichung

p=Kip+0(), Y Kup)=0, Kpt)>0(y#a2),

und im geschlossenen Limes ist D(p¢|[p*) eine Lyapunov-Funktion, sofern p* ein ge-
meinsames stationdres Referenzmaf ist:

d
ZD@llp") <0 (baw. < O(e) bei endlichem SchlieBungsfehler).

Die zugrunde liegenden Monotonien (Spohn/DPI) sind in den Grundlagen fixiert; hier
benutzen wir sie nur in projizierter Form.!?

VIII.3.3 Markov—Schlieffung: hinreichende Bedingungen

FEine Master—Gleichung ist nur so gut wie ihre SchlieBungsannahmen. Wir nennen deshalb
ein hinreichendes, in Anwendungen haufig erfiilltes Strukturkriterium, das die Ableitung von
p = Kp kontrolliert rechtfertigt.|[8]

15Siehe FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.5 (Spohn-Monotonie, DPI-Pfeil & No-Recovery).
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Lemma VIII.3.3.1: Blockstruktur & Sikularlimes = Markov—Schlieflung

Seien die Lindblad-Operatoren L, ; sprungselektiv beziiglich {II,}, d.h.

La,t = Z HyLa,tHaja

T—Y

und seien sektormischende kohérente Terme entweder abwesend (IL,HII, = 0O fiir
y # x) oder im Sakularlimes gegeniiber Tgee <K 7Tops effektiv ausgemittelt.[8] Sei
auflerdem o, in jedem Block stationdr fiir die sektorinterne Hamilton—-Dynamik
(I1[H¢, 04|11, = 0). Dann schlieBen die Populationsgleichungen zu p = K;p mit K; aus
Formelkasten VIIL.3.1.1 (bis auf O(¢)).

Beweisskizze VIII.3.3.1: Blockstruktur & Sikularlimes = Markov—Schlie8ung

Setze p = 1(p) + dpor. Die dissipativen Terme liefern (fiir y # x) genau die Ubergiinge

By = Y[, Lo Ll ] 2o + 0600

T,0

Sékularlimes und 74ec < Tops unterdriicken dpog.[8] Der Hamilton-Anteil tragt bei
blockdiagonalem (oder effektiv ausgemitteltem) Hy nicht zur Populationsbilanz bei;
innerhalb der Blocke bleibt er spurerhaltend. Positivitdt und Spaltensummen folgen
aus der GKLS—Struktur.

Neben der Schliefung ist stationdres Verhalten entscheidend, weil es die Referenz p* fiir
Kontraktionen fixiert. Detailed balance ist dabei nicht notig, liefert aber ein besonders
transparentes Konvergenzbild.

Korollar VIII.3.3.1: Stationidrmafl & detailed balance (hinreichend)

Sei p* ein stationdrer GKLS-Zustand (L£(p*) = 0) und sei er kompatibel mit der Einbet-
tung, d. h. p* ist blockdiagonal in {II,} und lésst sich als p* = > pkox schreiben (z.B.
mit o} o II;p*II;). Dann ist p* := R(p*) stationér fiir den projizierten Generator K
(im geschlossenen Limes).

Gilt zudem fiir alle x # y (in einer passenden Darstellung) die detailed-balance Symme-
trie
Ky:}c pz = nypgja

so liegt detailed balance vor. Ist der projizierte Prozess zudem ergodisch (z. B. irreduzi-
bel auf dem relevanten Zustandsraum), fallt D(p;||p*) strikt bis auf das Invarianten—
Untermodul.

Fiir die Einordnung stationarer Zustédnde und die Rolle von detailed balance im GKLS-
Rahmen verweisen wir auf die entsprechende Ausarbeitung.'6

6Siche FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. TV.7.
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VIIL.3.4 Bemerkungen zur Messung & Konsistenz

Die Reduktion R ist kein zusétzliches Messpostulat, deckt sich aber mit Born—Wahrscheinlichkeiten,
sofern die POVM-Elemente die Pointer—Projektionen sind.[9-11] Wichtig ist die Trennung
zwischen unselektierter (kontraktiver) Dynamik und selektiven, instrumentierten Updates.[9,

12]

Born—Konsistenz & Instrumente

Fiir eine POVM {M,} mit M, = II, fillt R mit der Born—Wahrscheinlichkeit
pr = tr(M,p) zusammen.[11] Selektive Messungen entsprechen instrumentierten CPTP—
Schritten,[9, 12] die auflerhalb der unselektierten GKLS-Fliisse liegen; Lemma VIII.3.2.1
und Korollar VIII.3.2.1 beziehen sich stets auf unselektierte Dynamik.

Der Punkt ist operativ: Monotonien (DPI/Spohn) sind Aussagen tiber zuldssige, unselektierte
Verarbeitung. Selektive Updates konnen Unterscheidbarkeit scheinbar ,,erh6hen®, weil sie Kon-
ditionierung einfithren — genau deshalb behandeln wir sie hier nicht als Thermodynamiktreiber,
sondern als Protokollbestandteil (Instrument).

VIII.3.5 Einordnung & Ausblick

Wir haben damit eine kontrollierte Route p; R, py etabliert, inklusive Schliefungsbe-
griff, Markov—Generator und H-Theorem im projizierten Bild. In Kapitel VIII.4 fithren
wir diese Master—Dynamik in den kontinuierlichen Skalenlimes (Kramers—Moyal/Fokker—
Planck/Langevin). In Kapitel VIIL.5 nutzen wir den reversiblen Anteil fiir den Ehrenfest-
bzw. Hamilton-Limes. Zum Minkowski-Limes (Quadrik/Lorentz-Struktur) als kinematischem
Rahmen siehe Teil IL.'7 Diese beiden Schritte bilden anschlieBend die Basis fiir die thermody-
namische Analyse in Kapitel VIII.6 und VIIL.7.

17Siehe FBA Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, Kap. IL.6 ,,Budget-Quadrik und Minkowski-
Limes* sowie Kap. I1.7 ,Relativitit & Lorentz-Symmetrien aus der Quadrik®
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VIII.4 Master — Fokker—Planck — Langevin

Auf der Ebene diskreter Sektoren liefert Korollar VIII.3.2.1 eine Master—Gleichung. Fiir stetige
Pointer—Variablen (Positionen, kollektive Koordinaten) ist diese Beschreibung jedoch zu grob:
Viele kleine, schnelle Spriinge iiberlagern sich so, dass im geeigneten Skalenlimes eine glatte
Konvektions-Diffusionsdynamik entsteht.[13-15] Genau dieser Ubergang ist entscheidend, weil
erst er die Briicke zur Standard—Statistikphysik schlidgt und die spéteren thermodynamischen
Monotonien als Aussagen iiber Strome, Potentiale und Diffusion lesbar macht.

Wir beginnen daher mit der Reskalierung, lesen Drift und Diffusion direkt aus den Sprun-
graten ab, sichern Positivitdt im Limit und geben anschlielend die dquivalente Langevin—
Trajektorienform.[13, 14] Skalen- und Einheitenfragen (insbesondere 3 = (kgT)~!) sind dabei
reine Kalibrationsfragen und werden systematisch gebiindelt.!®

VIII.4.1 Skalenannahmen & Reskalierung

Der diffusive Limes ist eine kontrollierte Aussage dariiber, welche mikroskopischen Details
beim Vergrobern verschwinden und welche als effektive Koeffizienten tibrig bleiben.[13, 15] Wir
fixieren deshalb explizit die Gitterauflosung und (dquivalent) die Skalierung der Raten, damit
Drift und Diffusion spéter als eindeutig aus den Raten rekonstruierbare Grofien erscheinen.

Definition VIII.4.1.1: Diffusionslimes & Reskalierung

Sei X, C R? ein Gitter mit Maschenweite A > 0 und Zustinden x € Aj,. Fiir jedes h sei
p(h)(-, t) durch eine Master—Gleichung ph) = Kt(h) ph) gegeben.

1. Kleine Spriinge: Zulédssige Spriinge 0 := y — z erfiillen ||0|| = O(h).

2. Diffusive Skalierung (&dquivalent als Raten-Skalierung): Wir betrachten die
makroskopische Zeit ¢, in der die effektive Bewegung nichttrivial bleibt. Aquivalent
kann man eine mikroskopische Zeit s einfithren und ¢t = h~2s setzen; dann sind
die relevanten Raten typischerweise von Ordnung h~2, sodass die ersten beiden
(reskalierten) Sprungmomente endlich sind.[13, 15]

3. Dichte vs. Gitterwahrscheinlichkeit: p(")(.,t) ist eine Wahrscheinlich-
keitsmasse auf Xj,. Eine zugehorige Dichte p(z,t) auf R? ist so zu verstehen,
dass fiir geeignete Testfunktionen ¢

> v@rP@t) — [ e@p@td (10,
TEX, R

d.h. informell p™ (z,t) ~ p(z,t) h¢ im glatten Regime.

4. Momenten-Limes: Die reskalierten ersten beiden Kramers—Moyal-Koeffizienten
aus Formelkasten VIII.4.1.1 besitzen im Limes h — 0 endliche Grenzwerte a;(z,t)
und D;j(z,t).

Unter dieser Skalierung tiberleben im Grenziibergang genau die ersten beiden Momente der
Sprungverteilung.[13, 15] Damit wird das effektive Modell nicht geraten, sondern aus der

18Siehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VIL.1-VIL2 , Kalibration & thermische
Skalen®.
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Mikrodynamik gelesen.
Formelkasten VIII.4.1.1: Kramers—Moyal-Koeffizienten aus Sprungraten

Fiir ein Gitter x € A} und zuléssige Spriinge ¢ definiere (fiir jedes h)
h h h h
aM(@,t) = Y KD (),  DP(xt) = 1Y 66 KD, ),
1) 0

wobei die Summen tber alle zulédssigen d laufen (mit [|6]| = O(h)). Im diffusen Limes
existieren Grenzwerte a; = limy_,q agh), D;; = limy_ Dg»l) (in passendem Sinn), und
D(x,t) = [D;j(x,t)] ist symmetrisch.

VIII.4.2 Fokker—Planck—Gleichung & Positivitit

Die zentrale Konsistenzforderung ist Positivitat: Die effektive Gleichung darf keine negativen
Wahrscheinlichkeiten erzeugen.[13, 15] Im FBA ist das kein Zusatzpostulat, sondern wird
vom Ursprung der Dynamik her abgesichert: Sprungraten stammen aus GKLS und sind daher
nichtnegativ; im diffusen Grenzfall wird daraus eine positiv semidefinite Diffusionsmatrix.

Lemma VIII.4.2.1: Pawula—Typ: Diffusionslimes liefert Fokker—Planck mit
D >0

Unter Definition VIII.4.1.1 und endlichen zweiten Momenten der Spriinge (sowie dem Ver-
schwinden der héhergeordneten reskalierten Kramers—Moyal-Terme im diffusen Limes)
ist der Grenzoperator durch die Koeffizienten a; und D;; aus Formelkasten VIII.4.1.1
bestimmt.[13, 15] Ergebnis: Die Dichte p(x,t) erfiillt

op(x,t) = —dfai(x,t) p(z,t)] + ;0| Dij(x,t) p(z,1)],

und D(z,t) = [Dj;(z,t)] = 0. (Well-posedness erfordert zusétzlich die tiblichen
Regularitiats- und Randannahmen; vgl. Abschnitt VIII1.4.3.)
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Beweisskizze VIII.4.2.1: Pawula—Typ: Diffusionslimes liefert Fokker—Planck
mit D =0

Im diffusen Reskaling tragen Spriinge der Grofle O(h) bei der makroskopischen Zeit
t ~ h™2s in einer Taylor-Expansion genau bis zur zweiten Ordnung zu einem endlichen
Grenzoperator bei;[13, 15] die Annahme in Definition VIII.4.1.1 sorgt dafiir, dass hohere
reskalierte Momente im Grenziibergang verschwinden (sonst verbleibt eine nichtlokale
bzw. hohergradige Kramers—Moyal-Dynamik).

Positivitit folgt aus der Struktur der zweiten Momente: Fiir jedes v € R? gilt bereits

auf Gitterebene
UTD 22”6 K:E:}-L&-J:r: ) > 0,

da K i +) 5.2(t) = 0. Der Grenziibergang erhélt die Semidefinitheit, also D = 0, und damit

ist der Grenzoperator vom (lokalen) Markov-Diffusionstyp, der p > 0 erhélt.[13]

Fiir die thermodynamische Auswertung ist es hilfreich, die Fokker—Planck—Gleichung als
Bilanzform zu schreiben: Dann werden irreversible Beitrage als Strome sichtbar und lassen
sich direkt mit Entropieproduktion verkniipfen.[16]

Formelkasten VIII.4.2.1: Kontinuitatsform & Strome
Die Fokker—Planck—Gleichung ist eine Kontinuitétsgleichung dyp + V- J = 0 mit Strom
Ji(x,t) = ai(x,t) p(z,t) — 0j[Djj(x, t) p(z,t)].

Eine Zerlegung J = J™V 4 J' wird spéter so gewéhlt, dass J"" den dissipativen
(budget-irreversiblen) Anteil tragt und J*V die reversiblen Flussanteile beschreibt (vgl.
Kapitel VIIL.6 und VIIL.7).

VIIL.4.3 Langevin—Darstellung (Itd/Stratonovich)

Die Kontinuitatsform beschreibt die Ensembleentwicklung. Fiir viele Anwendungen (Simu-
lation, Pfadgewichte, Fluktuationssitze) ist jedoch die Trajektorienbeschreibung grundle-
gender.[14] Sie macht sichtbar, welche Zufallskréfte im Limes {ibrig bleiben und wie sie mit
Diffusion gekoppelt sind.

16



Formelkasten VIII.4.3.1: Aquivalente Langevin—Gleichungen

Sei B(z,t) so gewahlt, dass
2D(z,t) = B(z,t) B(z,t)".
Dann ist die [t6-SDE
dz(t) = a(z(t),t)dt + B(x(t),t) dWs, E[dW;(t) dW;(t)] = 6;; dt,

dquivalent zu Lemma VII1.4.2.1.[13, 14]

It6 vs. Stratonovich. Schreibt man dieselbe SDE in Stratonovich-Form, so verschiebt
sich die Drift um den iiblichen Korrekturterm:|[14]

1
(l? = a; — §ZBjk6ijik.
Ik

Nur in Spezialfillen lédsst sich diese Korrektur direkt tiber D ausdriicken (und hangt
dann auch von der Wahl einer Wurzel B ab). Beispielsweise gilt in 1D bei D = %B2
die Kurzform a° = a — %&ED. Im Allgemeinen ist die Korrektur durch das konkrete
Mikrolimit (Zeitordnung/Coarse-Graining) festgelegt.

Welche Interpretation physikalisch gilt, ist damit keine blofle Konventionsfrage: Sie wird

durch das Mikrolimit (Zeitordnung und Sammelgrenzen) festgelegt.'?
Randbedingungen, Mannigfaltigkeiten, multiplikatives Rauschen

Die kontinuierliche Beschreibung braucht zusétzliche Struktur, sobald Rander, Kriim-
mung oder z-abhéngige Diffusion ins Spiel kommen:

1. Randbedingungen.
o Reflektierend: n- J = 0 (kein Nettofluss durch den Rand).

o Absorbierend: p = 0 (Vernichtung am Rand; dquivalent zu einlaufendem
Fluss ohne Riickfluss).

2. Geometrie (Mannigfaltigkeiten). Auf einer Mannigfaltigkeit wird der Ge-
nerator kovariant formuliert; in lokalen Karten bleibt die Bilanzform erhalten,
aber Divergenz/Volumenelement und die konkrete Realisierung der Diffusion sind
geometrieabhéngig:

3. Multiplikatives Rauschen. Fiir z-abhingiges D(z,t) ist die Stochastik-
Konvention (Itd vs. Stratonovich) nicht blof Notation:[14] Sie wird durch das
zugrunde liegende Mikrolimit (Zeitordnung/Coarse-Graining) festgelegt.

19Gjehe FBA Teil III: Quantenkinematik & CPTP-Kanéle, Kap. II1.5 , Stochastische Dilationen & Zeitord-

nung®
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VIII.4.4 Detailed Balance, stationire Mafle & FDT

Die bisherigen Schritte liefern eine effektive Stochastik. Fiir Thermodynamik braucht man
zusétzlich eine Regimeaussage dariiber, wann diese Stochastik ein Gleichgewicht kennt und
wie Abweichungen davon dissipieren.[13, 16] Genau hier setzt detailed balance an: Es ist die
Bedingung, unter der stationdre Mafle eine Potentialform annehmen und lineare Antwort
besonders direkt mit Fluktuationen verkniipft ist.

Lemma VIII.4.4.1: Detailed Balance = Potentialstruktur

Sei p*(z) ein positives stationdres Mafl der Fokker—Planck-Dynamik, und gelte detailed
balance im Diffusionssinn, d. h. der stationire Strom verschwindet:[13]

Dann kann die Drift (punktweise) als
aij(z) = 0;D;j(x) + D;j(x)0;Inp*(x)

geschrieben werden. Insbesondere gilt im isothermen Gleichgewichtsfall p*(x) o e f2(@)
die Gradientenform

az(l‘) = ajDU(l') — ﬁng(l‘) 6j<1>(l'),

und fiir konstantes D reduziert sich dies zu a = —D V.

Korollar VIII.4.4.1: Linearer Limes & Fluktuations—Dissipations—Relation
(0U)

Linearisiert man um ein stabiles Fixpunktniveau z* und nimmt D lokal konstant an,[13,
17]
a(z) = —T'(z — %), D =~ const,

so ist die stationidre Kovarianz C := E[(z —2*)(z — 2*) "] durch die Lyapunov-Gleichung
I'C+CT'=2D

bestimmt (Ornstein-Uhlenbeck-Prozess). Im thermischen Gleichgewichtsregime mit

p* o< e#? und lokaler quadratischer Approximation ®(z) ~ i (x —2*)" H(x —2*) ergibt

2
sich (unter der {iblichen Einstein-/Mobilitétsrelation)[16]
C=p7'H, T=upH, D=p"p

fiir eine (symmetrische) Mobilitét pu.

Diese Struktur ist spéter der technische Hebel, um Entropieproduktion, Landauer—Bounds
und Fluktuationssitze in derselben Sprache auszudriicken.?’

209Giehe FBA Teil X: Vorhersagen, Falsifizierbarkeit & Briicke FBA — QM < ART, Kap. X.2 , Linearresponse
& Testgrofien®.

18



VIII.4.5 Beispiel & Check

Das folgende Minimalbeispiel macht den Ubergang greifbar:[13, 14] Es zeigt, wie aus einer dis-
kreten, GKLS-kompatiblen Sprungdynamik im Skalenlimes eine kontinuierliche OU-Dynamik
entsteht und wie Drift, Diffusion und stationédres Mafl zusammenpassen.

Geburt—Tod—Kette = Ornstein—Uhlenbeck

Eine eindimensionale Kette mit Spriingen § = £h und (makroskopisch skalierten) Raten
Kothg = h~2 (D + %a(m)), Ty = h2 (D - %a(x)),

ist fiir jedes feste h genau dann wohldefiniert (Markov), wenn die Raten nichtnegativ
sind, d.h. D + %a(m) > 0 auf dem betrachteten Zustandsbereich (z. B. fiir kleines h und
beschrianktes a).[15] Sie liefert im Limes h — 0 (iiber Formelkasten VIII.4.1.1) Drift
und Diffusion

a(z) = lim Z 0 Kpts,, D= lim% Z 52 Kitsa

h—0 S—1h h—0 S—ih

Wiahlt man a(z) = —I'(z — 2*) und D > 0 konstant, erhélt man den OU-Prozess
de = —T'(z — 2*) dt + V2D dW,,

mit stationdrer Gaufdichte p* oc exp( — 5(z — 2*)?/C), wobei C' durch 2D = 2I'C
bestimmt ist (d.h. C' = D/I" im skalaren Fall).[13, 17] Im thermischen Gleichgewichts-
regime entspricht dies p* o e #® mit quadratischem Potential ® und Einstein-Relation
D = 7 11.]16]

VII1.4.6 Einordnung
Damit ist die Briicke
p=Kp — Op= Lppp +— Langevin

explizit gebaut: Drift und Diffusion sind als Grenzobjekte der Sprungraten identifiziert, Positi-
vitdt ist im Limit gesichert, und stationdre MaBe sind iiber detailed balance kontrollierbar.[13,
14]

Im néchsten Schritt wird der reversible Budgetanteil als Hamilton-/Liouville-Limes herausge-
arbeitet, um die klassische Dynamik nicht nur als Diffusion, sondern auch als kontrollierten
reversiblen Grenzfall zu verstehen (Kapitel VIIL5). Darauf aufbauend werden in Kapitel VIII.6
und VIIL.7 Entropieproduktion und Fluktuationssitze in genau dieser kontinuierlichen Sprache
formuliert.
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VIIL.5 Ehrenfest-/Hamilton—Limes & effektive Trajektorien

Die Kapitel VIIL3 und VIIL4 haben den Ubergang p; —~ p; und weiter den kontinuierlichen
Limes
O = —0i(aip) + 0;0;(Di;p)

etabliert (vgl. Korollar VIIL.3.2.1, Lemma VIII.4.2.1, und Formelkasten VIII.4.2.1).[13, 14] Da-
mit ist geklart, wie aus GKLS-kompatiblen Sprungraten eine klassische Ensemblebeschreibung
entsteht.

Fir den klassischen Limes im engeren Sinn fehlt nun der entscheidende Schritt: die Isolation
des reversiblen Anteils, der den Trajektorienbegriff triagt. Genau deshalb trennen wir in diesem
Kapitel den driftseitigen Anteil so, dass (i) Liouville- und Hamilton—Jacobi-Strukturen als
Grenzformen sichtbar werden und (ii) effektive Trajektorien als robuste Mittelwertdynamik
schmaler Pakete erscheinen. Irreversible Korrekturen (Dissipation/Diffusion) bleiben dabei
kontrollierte Stérungen, statt das Bild zu dominieren.?!

VIIL.5.1 Momentengleichungen und Ehrenfest-Limes

Wir beginnen mit Momenten (f); glatter Observablen f(x) unter der Fokker—Planck-Dynamik
aus Kapitel VII1.4.[13, 14] Dieser Zugriff ist bewusst gewéhlt: Er zeigt sofort, welche Terme
Mittelwerte transportieren (drift) und welche nur die Verteilung verbreitern (diffusion). Damit
lésst sich der reversible Kern als genau der Teil identifizieren, der eine Hamilton-Struktur
tragt.

Formelkasten VIIL.5.1.1: Ehrenfest-Momentendynamik (Konventions-
konsistent)

Fiir glattes f (und hinreichend gute Randabfille/geeignete Randbedingungen) gilt[13,
14]

d
S = /f@tpdx: (a-Vf),+(D:VVf),  D:VVfi=Dydd;f.
drift diffusion

Spezialisiert man auf Phasenraumkoordinaten z = (¢, 7) und wéhlt den reversiblen
Anteil als a™V(x) = JVH (z) (kanonische Symplektik .J), so gilt

(a-Vf), ={f.HY),, {fgt=VfJIVy.

Die Aussage ist konzeptionell wichtig: Der driftseitige Beitrag kann so parametrisiert werden,
dass er ein Poisson-Bild triagt. Damit ist der Hamilton-Limes nicht ,ein neues Postulat®,
sondern die Grenzform derjenigen Driftstruktur, die im Budgetbild als reversibel gelesen wird.

21Giehe FBA Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, Abschnitt zum Hamilton-Limes im Minkowski—
Grenzfall (Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie).
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Querverweis

Die Zerlegung (reversibel/irreversibel) ist die Kontinuumsform des Budget-Kalkiils.®
Zur GKLS-Struktur (und zur Herkunft nichtnegativer Raten) siehe °

“Siehe FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.3 ,Bilanzgleichungen*.
’Siche FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.2 ,,GKLS-Normalform & Positivitit®

VIII.5.2 Liouville- und Hamilton—Jacobi-Gleichung

Setzt man den irreversiblen Anteil kontrolliert auf null (D = 0, a™ = 0), bleibt eine
reine Transportdynamik. Dieser Grenzfall ist der richtige Referenzpunkt: Erst relativ zu
ihm lasst sich spéter quantitativ sagen, wann Dissipation ,nur Korrektur® und wann sie
dynamikbestimmend ist.

Formelkasten VIII.5.2.1: Liouville-Gleichung (reversibler Limes)

Sei x = (¢, 7) und a**(z) = JVH (z) mit der kanonischen Symplektik J. Dann erfiillt
die Dichte p(x,t) im reversiblen Limes

Op(@,t) +{p, H}(z,t) =0,  {f.g}:=VfJVyg.
Die Charakteristiken ¢ — x; sind kanonische Trajektorien:

&y = JVH ().

Die Liouville-Form beantwortet die , Trajektorienfrage“ auf Ensembleebene: Trajektorien
sind die Charakteristiken des Transportoperators. Um die zugehorige ,Wellenfront“- bzw.
Wirkungsbeschreibung zu bekommen, betrachtet man zusétzlich Regime, in denen sich p auf
wenige Blitter einer Phasenfunktion konzentriert (WKB-/Large-Deviation-Lesart).

Formelkasten VIII.5.2.2: Hamilton—Jacobi-Gleichung (WKB/LD-Lesart, Sco-
pe)

In kleinen-Rausch- bzw. Large-Deviation-Regimen ist eine eikonalartige Darstellung
typisch,
p(z,t) x exp(— AS(z,t)), A — 00,

wobei A ein (kalibriert) grofler Skalenparameter ist (z. B. invers zur effektiven Rausch-
starke oder zur Paketbreite). Im fithrenden Ordnungsanteil ergibt sich eine Hamilton—
Jacobi-Struktur. In der iiblichen Konfigurationsraumform mit ¢ gilt

8tS(q’ t) + H(Qa qu(Q7 t)) = 07 ™ = qu

Caustics markieren die Grenzen der Einbléttrigkeit (mehrdeutige Zuordnung ¢ — ).
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Geltungsbereich & Bruchkriterien (operativ)

Der Liouville/HJ-Limes ist als reversibler Naherungslimes sinnvoll, wenn zwei Bedin-
gungen gleichzeitig erfiillt sind (hierbei ist a = a*¥ + a'™* eine book-keeping Zerlegung,
die in den thermodynamischen Kapiteln operationalisiert wird):

1. Irreversibilitiat ist klein auf Beobachtungsskalen. Auf einem Beobach-
tungsintervall At ist die diffusive Verbreiterung klein gegeniiber der relevanten

Léngenskala L,
\|ID|| At <« L,

und der durch @™ induzierte mittlere Versatz ist klein gegeniiber dem reversiblen
Driftversatz, ausgewertet entlang eines repriasentativen Pfades ¢ — x; (z. B. 2y = ¢
als Mittelwertbahn),

to+AL to+At
H/ Q" (z, 1) dt| < H/ 0™ (21, 1) dt|
to to

2. Die Verteilung bleibt auf Ehrenfest-Skala schmal. Die Paketbreite (z. B.
Kovarianz ¥;) bleibt klein genug, so dass eine Trajektorien-/Eikonalbeschreibung
nicht durch starke Dephasierung oder Mischung zerstort wird.

Typische Bruchstellen.

o Chaotik/Mischung: exponentielle Sensitivitat verbreitert Pakete schnell.

o Caustics/Mehrwertigkeit: Hamilton—Jacobi wird multi-valued; Wellenfronten fal-
ten.

 Starke Rauschkopplung: D oder @™ dominieren; Trajektorien sind nicht robust.

In diesen Regimen sind Langevin-/Fokker—Planck-Methoden aus Kapitel VIII.4 maf-
geblich.[13, 14]

VIIL.5.3 Effektive Trajektorien aus schmalen Paketen

Die Hamilton-Formeln liefern Trajektorien als Charakteristiken. Fiir Mess- und Modellpraxis
ist aber die umgekehrte Richtung oft entscheidend: Wann darf man aus einer statistischen
Beschreibung p(z,t) eine ,Bahn® extrahieren, ohne Information zu unterschlagen? Das wird
genau dann legitim, wenn die Verteilung als Pointer-Paket schmal bleibt und ihre Breite
kontrolliert wéchst.[14]
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Lemma VIII.5.3.1: Schmale Pointer-Pakete = effektive Trajektorien

Sei p(z,t) Losung der Fokker—Planck-Gleichung aus Lemma VIII.4.2.1 mit Mittel pu
und Kovarianz ;. Gilt ||X¢|| < § (fur kleines ¢) und sind @ und D lokal Lipschitz, dann
folgt[14]

fre = a(pe, t) + O([|Z¢]]),

und
S = Valus, t) Bt + 2 Va(u, )T+ 2 D(ug, t) + O(||Ze]>/2).

Im reversiblen Fall a = JVH und D = 0 gilt insbesondere
fre = JVH (pr)
bis O(9).

Damit ist der Trajektorienbegriff prézise abgesichert: Die Bahn ist kein zusétzliches Objekt,
sondern der fithrende Term der Momentendynamik, solange die Breite klein bleibt.

Beweisskizze VIII.5.3.1: Schmale Pointer-Pakete = effektive Trajektorien

Nutze Formelkasten VIIL.5.1.1 und entwickle a(x,t) sowie D(z,t) um u; (Taylor bis
zur linearen Ordnung). Dann ist Ela(z,t)] = a(u, t) + O(||2¢]]). Fir die Kovarianz
ergibt die Standardrechnung (dquivalent zur Ité-Form mit BB' = 2D, vgl. Formelkas-
ten VIIL.4.3.1) den fithrenden Term ¥ = (Va)X¥ 4 %(Va) ' 4 2D, plus héhere Momente,
die bei schmalen Paketen durch ||||*/? kontrolliert sind.[14]

Korollar VIII.5.3.1: Deterministische Bahn als schwacher Limes
Fiir || Xo]| — 0 und D = 0 konvergiert p(-,t) schwach gegen ¢,, mit
l.‘t = CL(CL‘t, t)

Fiir kleines, glattes D entsteht eine Langevin-Stérung um die deterministische Bahn
(Formelkasten VIII.4.3.1).[14]

VII1.5.4 Beispiel und Testfall

Der linear-quadratische Fall ist mehr als ein Spielzeug: Er ist ein Referenztest, weil Momente
exakt schliefen. Damit kann man unmittelbar priifen, ob die in Lemma VIII.5.3.1 behauptete
Fehlerkontrolle die richtige Gréflenordnung trifft.
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Linear-quadratischer Fall (LQ)

Sei H(z) = 42" Kz mit symmetrischem K. Dann ist o™ (z) = JKz, also Va™ = JK
konstant, und (fiir allgemein D)

fr = JKp, X =(JK)S +5(JK)" +2D.
Fir D = 0 ergibt sich die geschlossene Losung
Y= MZoM,, M= 5

d.h. die Verteilung wird durch den Hamilton-Fluss transportiert (Liouville, Formel-
kasten VIII.5.2.1); 3; ist im Allgemeinen nicht konstant, sondern folgt der linearen
(symplektischen) Verformung.

VIII.5.5 Einordnung & Verweise

Der Hamilton-Limes realisiert den klassischen Trajektorienbegriff als robusten Mittelwert-
Limes: Solange die Verteilung pointer-schmal bleibt, folgt der Mittelwert einer determinis-
tischen Bahn, und die Breite liefert die kontrollierte Korrektur. Damit ist auch klar, wo
Thermodynamik ansetzt: Dissipation und Diffusion sind genau die Terme, die Trajektorien
verbreitern, Kontraste abbauen und Entropieproduktion tragen.|[16]

Die Verbindung zur Eigenzeitgeometrie ist im Minkowski-Rahmen ausgearbeitet.?? Thermo-

dynamische Korrekturen (Dissipation, FDT) werden in Kapitel VIII.6 und VIIL.7 analysiert.
Zu Einheiten- und Skalenfragen siehe 23

22Giche FBA Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, Abschnitt zum Hamilton-Limes im Minkowski—

Grenzfall.
23Giehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VII.1-VIL3  Kalibration, thermische &
Antwort-Skalen*.
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VIII.6 Thermodynamik I: Entropieproduktion, DPI/Spohn
& zweiter Hauptsatz

Wir formulieren den zweiten Hauptsatz im FBA direkt aus der GKLS-Dynamik und dem
Budget-Kalkiil. Zentral sind (i) eine prazise Definition der Entropieproduktion als Grofie
irreversibler Budgetnutzung, (ii) Spohn/DPI als Monotonieprinzip fiir unselektierte Prozesse
und (iii) die Clausius-Bilanz inklusive Landauer-Bound im isothermen Limes. 24 2° 26 Die
mathematische Quelle sind GKLS-Struktur und Monotonien der relativen Entropie: GKLS [6,
7], Spohn-Produktion [5] und Datenverarbeitung [3, 4]. Der Leitgedanke ist: Irreversibilitdit
erscheint als kontraktive Datenverarbeitung (Spohn/DPI) und wird im Budgetbild als positiver
irreversibler Anteil bilanziert.

VIII.6.1 Definitionen & Bilanzgleichungen

Wir betrachten eine (ggf. zeitlokale, CP-divisible) GKLS-Dynamik p; = Li(p;) [6-8]. Als
thermische Referenz verwenden wir einen (stationédren oder instantanen) Referenzzustand pf
mit L£;(pf) = 0. 27 28 AuBere Kopplungen sind als Béder o mit inversen Temperaturen S,
modelliert; die zugehorigen Warmefliisse Qo zéhlen im externen Budget.?? Wir verwenden
durchgehend die Vorzeichenkonvention Q4 > 0 ins System.

24Gjche FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.5 (GKLS, Kraus/Stinespring, Spohn; DPI-Pfeil & No-
Recovery).

25Giehe FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.2-1V.7 (GKLS-Generator, stationire Zustinde,
detailed balance).

26Sjehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VIL.1-VIL.2 (Kalibration & thermische
Skalen).

27Siche FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.5 (GKLS-Generatoren; Spohn-Monotonie).

28Giehe FBA Teil TV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.7 (Stationire Zustinde & detailed balance).

29Siche FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.3 (Bilanzgleichungen: intern/extern/irreversibel).
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Definition VIIL.6.1.1: Entropieproduktion ¥, Austauschterm & (Kalibration)

Entropien (Einheiten). Wir verwenden S(p) := —tr(plnp) als dimensionlose von-
Neumann-Entropie (in In-Einheiten, ,nats®) [18]; die physikalische Entropie ist kg.S. Fiir
Logarithmen setzen wir (fiir die jeweiligen Tréger) die iiblichen Stiitz-/Vollranganahmen
voraus; andernfalls ist die relative Entropie nicht endlich und Aussagen sind nur nach
geeigneter Restriktion/Regularisierung sinnvoll.

Die Entropieproduktionsrate (unselektiert) ist die Spohn-Produktion relativ zu p; [5]:
N(t) = _U"(ﬁt(ﬂt)“npt - hlpt*]) > 0.

Die integrierte Entropieproduktion auf [tg, t1] ist ¥ = jfol >(t) dt.

Der Austauschterm (Entropiefluss in die Umgebung, in thermischen Einheiten) ist durch

die Bilanzdefinition . ‘
O(t) = Seys(t) — X(2t)

festgelegt, wobei Ssys(t) := %5’ (pt) die Systementropierate ist.

Thermische Kalibration. In Badmodellen mit Temperaturen 5, ! wird ® operativ als

o(t) = Z/Ba(t) Qa(t)

kalibriert, wobei Qo > 0 die Wiarmeaufnahme des Systems aus Bad « bezeichnet.

Budget-Anschluss (thermisches Konto). Wir lesen die irreversible interne Budge-
trate im entropischen Konto als

g . t .
891) = k2@t) >0, o, ts]= [ ke S()dt.

irr irr
to

Diese Form ist absichtlich so gewéahlt, dass die Monotoniequelle transparent bleibt: Y ist ein
Generator-Ausdruck, der fir unselektierte GKLS-Dynamik durch Spohn/DPI kontrolliert ist
[3-5]. Der Austauschterm ® ist die (kalibrierte) Briicke zur Clausius-Sprache.3°

30GSiche FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VII.1-VIL2 (thermische Skalen /
B-Kalibration).
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Formelkasten VIIL.6.1.1: Clausius-Bilanz & System-/Umweltentropien

Mit der (dimensionlosen) von-Neumann-Entropie S(p) = —tr(pln p) gilt identisch
Ssys(t) + Senv(t) = B(t),  Semv(t) = —2(2).
Unter thermischer Kalibration (Definition VIII.6.1.1) ist damit
Senv(t) = = Balt) Qu(t).
Im isothermen Ein-Bad-Fall (5, = () reduziert sich dies zu

Seys(t) — BQ(E) = %(2).

VIII.6.2 Spohn-Monotonie & zweiter Hauptsatz

Der zweite Hauptsatz ist hier kein Postulat: Er folgt als Monotonieaussage aus der Zulassigkeit
(GKLS/CP-divisible) und der Wahl eines passenden Referenzzustands p; [5-7]. Wichtig ist
dabei die Protokollklasse: Wir betrachten unselektierte Dynamik (keine Postselektion, kein
unbilanzierter Feedback-Schritt).3!

Lemma VIIIL.6.2.1: Spohn-Monotonie = Y. > 0 (zweiter Hauptsatz)

Sei pr = L¢(pt) unselektiert GKLS/CP-divisible und p} mit £;(p}) = 0. Dann gilt fur
alle ¢: ‘
X(t) > 0.

Unter thermischer Kalibration (Definition VIII.6.1.1) folgt aus Formelkasten VIII.6.1.1
die Clausius-Ungleichung

Seys(t) = D Balt) Qalt).
(0%
Im Spezialfall pj = p* (zeitunabhéngig) ist dquivalent

. d N
() = —gD(PtHP) > 0,

konsistent mit Datenverarbeitung der relativen Entropie [3, 4].

31Siche FBA Teil IIT: Quantenkinematik & CPTP-Kanile, Kap. IIL.4-II1.5 (Instrumente & selektive
Operationen).
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Korollar VIII.6.2.1: Integrierter zweiter Hauptsatz

Fiir jedes Intervall [tg,t1] gilt
t1 .,
Slto,t1] = [ B(t)dt > 0.

to

Insbesondere folgt aus Formelkasten VIII.6.1.1 die integrierte Clausius-Form

ASsyslto, t1] — /ttlzﬂ"‘(t) Qa(t)dt > 0.

Im isothermen Ein-Bad-Fall: ASs,s — 8Q > 0 mit Q = [ Qdt und Q > 0 ins System.

VIII.6.3 Landauer-Bound im FBA

Informationstilgung ist im FBA ein Spezialfall: Sie erzwingt eine Kontraktion (Reset/Coarse-
Graining) und benotigt daher positives irreversibles internes Budget. Im isothermen Limes
wird diese Mindestkostenaussage zur Landauer-Schranke [19, 20] und damit zu einem sehr
direkten Pass/Fail-Test fiir die Budgetinterpretation von ,Information*.

Korollar VIII.6.3.1: Landauer-Bound (isotherm, unselektiert)

Betrachte ein isothermes Ein-Bad-Protokoll bei Temperatur T mit 3 = (kgT)~! und
Vorzeichenkonvention @ > 0 ins System. Erzwingt ein CPTP/GKLS-Protokoll eine
Entropiereduktion des Systems um

AN, = S(pto)_s(ptl) 2> 0,

Sys
so ist die an das Bad abgegebene Warme

t1

Qbath = — Q()dt > 0

to

nach unten beschrankt durch

Qrath > kT ASY

sys*

Aquivalent: BQpath > ASgLyS. Wird die Tilgung als Léschung von Al Bits angegeben, so
ist ASS%,S = AI In2. Gleichheit ist nur im quasistatischen (reversiblen) Grenzfall unter
geeigneten Gleichgewichts-/Balancebedingungen erreichbar.

VIII.6.4 Additivitat, Lokalitat & Messungen
Fiir zusammengesetzte Systeme muss Y mit der Kompositionsstruktur vertraglich sein.

Gleichzeitig ist es essenziell, Mess- und Feedbackprotokolle sauber vom unselektierten GKLS-
Fluss zu trennen: Nur im unselektierten Bild gelten die Monotonien als ,,harte* zweite-HS-
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Aussagen. 32 33

Lemma VIII.6.4.1: Komposition, Entropiefliisse & Korrelationsterm

Sei ein zusammengesetztes System AB lokal an unabhéngige Béader gekoppelt, so
dass die Warmefliisse addieren (P4 = ®4 + ®p) und der GKLS-Generator keine
Wechselterme enthilt (Lap = L4 ® id + id ® Lp). Dann gilt identisch

. . . d

Yap(t) = Xa(t)+Xp(t) — gf(A:B)t, I(A:B):=S(pa) + S(ps) — S(paB).
Insbesondere ist Y AB = )y A+ by B, wenn [(A: B); auf der betrachteten Protokollklasse
konstant /vernachléssigbar ist (z. B. bei strikt entkoppelter Dynamik, die Produktzu-
stande erhalt).

Selektivitiat, Feedback & Grenzen der Monotonie

Selektive (postselektierte) Protokolle sind nicht von Lemma VIIL.6.2.1 erfasst; dort
kann ¥ entlang einzelner Zweige effektiv ,negativ¥ erscheinen, weil Konditionierung/In-
formationsextraktion ohne unselektiertes Mittel betrachtet wird. Im Mittel {iber die
Ausgénge (unselektiert) ist die Monotonie wiederhergestellt.

VIII.6.5 Beispiel: Zwei-Niveau-System im Warmekontakt

Im Minimalmodell sieht man die Struktur besonders transparent: detailed balance fixiert das
stationdre Ma8, und ¥ > 0 wird zur expliziten Summenform iiber Uberginge [8, 14].

32Gjche FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.6 (Komposition, Lokalitit & No-Signalling).
33Giehe FBA Teil III: Quantenkinematik & CPTP-Kanile, Kap. II11.4-1IL.5 (Instrumente; selektiv vs.
unselektiv).
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Qubit mit thermischem Bad (detailed balance)

Setup. Sei H = %“’02 und ein thermischer GKLS-Dissipator mit Auf-/Abregungsraten

-1
v, =7 (ng+1), T ="7Yng, ng = (eﬁh‘”—l) .

Dann gilt v/, = e #" (lokale detailed balance).

Populationsdynamik (klassischer Zwei-Zustands-Fluss). Fir p.(t) = (e|p|e),
pg(t) =1 — pe(t) gilt
De = —Y1Pe + 1Py, pg = —Pe-

Der stationdre Zustand erfillt
Pe _ Yt _ Bl
Py Y

Entropieproduktion. Mit dem (netto) Ubergangsstrom J := ViPe — V4Pg ist die
(totale) EP-Rate

5=Jn2Pe — 1npj/p9 > 0,
"Pg e/
denn (z — y)In(xz/y) > 0 fir = v pe, y = 13pg. Dies ist die explizite Zwei-Niveau-
Instanz von Lemma VIIIL.6.2.1.

VIII.6.6 Einordnung & Ausblick

Wir haben ¥ als priizise GroBe irreversibler Budgetnutzung etabliert und den zweiten Haupt-
satz aus Spohn/DPI deduziert. Kapitel VIIL.7 erweitert dies auf Fluktuationssdtze (Crooks/Jar-
zynski) [21, 22] und verbindet Budgetfliisse mit Pfad-Wahrscheinlichkeiten. Fir experimentelle
Tests (Linearresponse/FDT) sieche auBerdem Kapitel VIIL.9 und das Test-Playbook.3*

34Gjehe FBA Teil X: Vorhersagen, Falsifizierbarkeit & Briicke FBA — QM < ART, Kap. X.2 (TestgroBen
& Protokolle).
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VIIL.7 Thermodynamik II: Fluktuationssitze (Crooks/Jar-
zynski) im FBA

Aufbauend auf Kapitel VIII.6 (Entropieproduktion & zweiter Hauptsatz) formulieren wir Fluk-
tuationssétze fiir endliche Protokolle im isothermen Limes [16, 21-23]. Ausgangspunkt sind die
effektiven klassischen Beschreibungen aus Kapitel VIII.3 und VIII.4 sowie die konkreten Kon-
tinuumsformen aus Korollar VIIL.3.2.1, Lemma VIII.4.2.1, und Formelkasten VIII[.4.2.1. Die
zentralen Aussagen sind (i) ein integraler Fluktuationssatz fiir die totale Entropieproduktion,
(ii) die Crooks-Relation und (iii) die Jarzynski-Gleichung. 35 36

VIII.7.1 Setting: Protokolle, Pfade, Zeitumkehr

Wir betrachten eine zeitabhéngige Kopplung/Steuerung \; € A auf dem effektiven Raum
stetiger Pointer—Variablen x. Die Dynamik ist als Master— oder Fokker—Planck—Gleichung
gegeben; Pfade v = {x},¢[0,-) tragen Budgetfliisse (Arbeit W, Wirme Q) geméfl der Strom-
darstellung aus Formelkasten VIII.4.2.1 sowie der Budgetbilanz aus den FBA - Grundlagen.
3T Wir verwenden durchgehend die in Kapitel VIIL6 festgelegten Vorzeichen: @ > 0 bedeutet
Wiérme ins System und W > 0 Arbeit am System. Damit wird Irreversibilitdt direkt auf
Trajektorienebene messbar: als Verhéltnis von Vorwérts- und Rickwérts-Pfadmaf$ [16, 23].

Definition VIIL.7.1.1: Protokoll, Pfadmaf3 & Mikroreversibilitét

Protokoll. Eine stiickweise glatte Steuerung A : [0,7] — A. Vorwérts: Ap(t) = A
Riickwérts: Ar(t) = Ar—t.

Pfade & Pfadmafle. Pfad v = {2 }c[o . Vorwirtsstart (isothermes Gleichgewicht)
p(z) = Z5Le BB, Zy = /G—BE(x,Ao)d%

Pfadmafl Pr[vy]. Rickwértsstart
p(z) = Z7 e FEEA) 7 = / e PE@A) g,

Zeitumkehr 4; := O v,_; mit Paritdtsoperator © (z.B. O(q,p) = (¢,—p)), Pfadmaf
Pr[4].

Lokale detaillierte Balance (ldb). Fiir elementare Ubergénge (Sprung- oder Diffusi-
onsschritt) gilt [16, 23]

wp(x'| x;\)

1
" wgr(Ox| Ox'; Ar—¢

) = _5Qt(x_>x,)’

wobei wr/ g die jeweiligen Ubergangsraten (diskret) bzw. Kurzzeit-Propagator-Dichten
(Diffusion) sind. Hier bezeichnet ¢; die instantane Wirmeaufnahme des Systems (Kon-
vention: positiv ,ins System®).

35GSiehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VIL.1-VIL.2 (Kalibration & thermische
Skalen).

36Sjehe FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.7 (Stationire Zustinde & detailed balance).

37Siehe FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.3 (Bilanzgleichungen).
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VIIL.7.2 Integraler Fluktuationssatz (IFT)

Auf Pfadebene misst die totale Entropieproduktion Y[v] die Irreversibilitiat der Trajektorie;
formal ist ¥ die Log-Dichte eines Radon—Nikodym-Verhéltnisses der Pfadmafe [16, 23].

Lemma VIII.7.2.1: IFT fiir die totale Entropieproduktion

Sei

Pr[3]
Dann gilt
(e7=bhy =1, folglich (X)p > 0.

Formelkasten VIII.7.2.1: Trajektorien-EP und EP—Arbeit—Relation (iso-
therm)

Fiir ein isothermes Bad (8 = konst.) und Vorzeichen @ > 0 ,ins System* ldsst sich die
totale Trajektorien-EP als

Eh] = ASsys['Y] - BQ['YL Assysh] = —lnp(xT,T) —|—lnp(x0,0),

schreiben [16, 23]. Unter Gleichgewichtsrandbedingungen aus Definition VIII.7.1.1
reduziert sich dies zu

Sl = BWh]-AF), FQ):=-"InZ(\), AF:=F(\)-F(),

und Wyies := W — AF ist die dissipierte Arbeit.

VIII.7.3 Crooks-Relation

Crooks ist die ,differenzierte* Version des IFT und verkniipft die Arbeitsverteilungen von
Vorwérts- und Riickwértsprozess [21].

Formelkasten VIII.7.3.1: Crooks-Fluktuationsrelation

Unter isothermen Gleichgewichtsstarts gilt

Pp(W)

Pr(—11) = exp[8 (W — AF)].

Der Schnittpunkt Pr(W) = Pr(—W) liegt bei W = AF.

VIIL.7.4 Jarzynski-Gleichung & zweiter Hauptsatz

Jarzynski folgt als Momentenidentitdt aus Crooks/IFT und macht AF experimentell zuging-
lich [21, 22].
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Formelkasten VIII.7.4.1: Jarzynski-Gleichung

<e_BW> = e_BAF.
F

Korollar VIII.7.4.1: Zweiter Hauptsatz aus Jarzynski (Jensen)

Aus Formelkasten VIIL.7.4.1 folgt (W)r > AF und damit

/8 (Wdiss>F - <2>F > 0.

VIIL.7.5 Verallgemeinerungen & praktische Aspekte

Fiir Anwendungen sind Nichtgleichgewichtsstationaritiat, Mehrbdder und Schétzverfahren
besonders wichtig [16].

NESS/Hatano—Sasa, Mehrbader, Messpraxis

1. Nichtgleichgewichtsstationidr (NESS) / Hatano—Sasa. Fiir ein stationéres
Nichtgleichgewichtsmaf p*(z|\) und ¢(z, ) := — Inp*(z|A) gilt der Hatano—Sasa-~
IFT [24]:

Yhl = [Chco@ad, (=1

(In Modellen mit lokaler detaillierter Balance lasst sich Y mit dem ,excess“-Anteil
der Dissipation identifizieren.)

2. Mehrbader. Bei mehreren Badern o mit inversen Temperaturen [, gilt allgemein
[16]
E[’Y] - ASsys [’Y] - Z Ba Qah’]a
«

mit Konvention @), > 0 ,ins System*.

3. AF-Schitzung aus Nichtgleichgewichtsarbeiten. Jarzynski ist exponentiel-
les Reweighting; in der Praxis sind Forward/Reverse-Kombinationsschatzer wie
Bennett-Acceptance-Ratio zentral [25].

4. Experiment / Datenanalyse. Arbeit aus Trajektorienarbeit (Kraft—
Weg/parametric work), Warme aus Stromdaten (vgl. Formelkasten VIII.4.2.1)
und Leistungsfliissen.

VIII.7.6 Einordnung & Ausblick

Die Fluktuationssétze prazisieren den zweiten Hauptsatz auf Pfadebene und identifizieren %
mit dem irreversiblen internen Budget entlang einzelner Trajektorien [16, 23]. In Kapitel VIII.8
definieren und operationalisieren wir Altern als integrierten irreversiblen internen Budgetfluss
entlang von Weltlinien und grenzen es scharf von der Eigenzeit ab; Beobachtungs- und
Vergleichsprotokolle werden explizit angegeben.
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VIIL.8 Altern im FBA: Definition, Metrik & Beobachtbarkeit

In diesem Kapitel prazisieren wir Altern als integrierte irreversible interne Budgetnutzung
entlang einer Weltlinie und grenzen es gegeniiber der Eigenzeit ab. Der Punkt ist dabei
nicht semantisch, sondern operational: 74c, misst den kinematisch-geometrischen (reversiblen)
Anteil, wihrend A genau den Anteil akkumuliert, der durch irreversible interne Dynamik
(Dissipation/Informationsverlust) entsteht.

Zwei Briicken machen A beobachtbar: (i) die Verbindung zur Entropieproduktion aus Spohn/D-
PI (Lemma VIII.6.2.1) und (ii) die klassische Effektivdynamik aus Kapitel VIII.3 und VIII.4,
aus der praktische Schétzer in Master- und Fokker—Planck-Sprache folgen (Korollar VIIL.3.2.1,
Lemma VIIL.4.2.1, und Formelkasten VIII.4.2.1).3839

VIII.8.1 Definition & Grundstruktur

Wir beginnen mit der Definition entlang einer Weltlinie ~. Wichtig ist: A ist im FBA
eine kalibrierte Zeitgrifle, die aus der irreversiblen internen Budgetnutzung entsteht. Zur
Klarheit trennen wir (i) die Budgetakkumulation und (ii) die daraus iiber die Zeitkalibration
abgeleitete Alternzeit. (Die Parametrisierung entlang -+ ist frei; A ist als Linienfunktional
parametrisierungsinvariant.)

Definition VIIL.8.1.1: Altern (operative Grofie)

Sei v eine Weltlinie eines Systems im Frame-Budget—Ansatz und l')m,int()\) > 0 die
irreversible interne Budgetrate in einem beliebigen Schritt-/Kontinuumsparameter .
Die irreversible interne Budgetakkumulation ist

Birr,int[’)/] = /birr,int()\) dx > 0.
Y

Mit der Zeitkalibration k. (so dass dT = db/k,) definieren wir das Altern als

1 1 :
AR = = Bunanl] = = [ b dr 2 0.
T Jy

T

Die Eigenzeit spielt im FBA eine doppelte Rolle: als geometrisch-kinematischer Anteil im
Minkowski-Limes und als totale, budgetseitige Akkumulation inklusive irreversibler Anteile.
Die folgende Zerlegung ist die formale Trennlinie zwischen ,Kinematik“ und , Thermo-
Dynamik® entlang derselben Weltlinie.

38Siche FBA Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, Kap. 11.4 sowie Kap. I1.6-11.7 (Eigenzeit &
Altern; Minkowski-Limes & Lorentz-Kinematik).
39Giehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VIL.1-VIL2 (thermische Skalen).
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Formelkasten VIII.8.1.1: Eigenzeitzerlegung: geometrisch vs. Altern
Die totale Eigenzeit entlang ~y zerlegt sich in

Tiot[Y] = TgeO[’Y] + A[y],

wobel Tgeo, aus dem reversiblen internen Budget (Minkowski-Limes) stammt und A
ausschlielich den érreversiblen internen Anteil akkumuliert (%).

“Siehe FBA Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, Kap. I1.4 (Eigenzeit & Altern).

Damit ist zugleich klar, welche Aussagen nicht automatisch folgen: Ein Unterschied in
Teeo (Zeitdilatation, Kinematik) ist fiir sich genommen kein Unterschied in A, solange die
lokal relevante irreversible interne Dynamik unverdndert realisiert wird. Umgekehrt kann A
variieren, ohne dass sich 7z, dndert.

Lemma VIII.8.1.1: Basiseigenschaften von A

Fiir beliebige konkatenierte Teilstiicke I' = I'; o I'y und reparametrisierte 4 gelten:

1. Nichtnegativitat: A[y] > 0.

2. Additivitit: A[T] = A[T1] + A[T].

3. Parametrisierungsinvarianz: A[y] = Al].
4

. Entkopplung von Kinematik (Scope): Wird dieselbe interne irreversible
Dynamik als Funktion derselben lokalen Prozessparametrisierung realisiert (z.B.
als Funktion der lokalen Eigenzeit bzw. bei identischen internen Kopplungen),
dann dndert eine reine Kinematikvariation (Zeitdilatation) 7eo, aber nicht das
Funktional A.

VIII.8.2 Thermische Kalibration & Entropieproduktion

Zur Messbarkeit koppeln wir A an Entropie- und Warmefliisse. Der Kernmechanismus
ist derselbe wie in Kapitel VIIL.6: Spohn/DPI liefert Y > 0 als Irreversibilitidtsma8 fiir
unselektierte Fliisse.[5-7] Im FBA kommt die Buchhaltung hinzu: Beitrédge, die im Modell als
Bad-/Austauschkopplung gefithrt werden, werden explizit im externen Budgetkonto bilanziert;
der verbleibende, modellabhingig zugewiesene Rest ist intern bilanzierte Irreversibilitat.
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Definition VIII.8.2.1: ,Intern“ vs. ,,extern in ¥ (Bilanz-Entscheidung)

Schreibe die (effektive) unselektierte Dynamik als Summe bilanziell zugeordneter Bei-
trage, z. B. auf GKLS-Ebene

L=+ S D+ ¥ 0¥,

acext (€int

wobei a ,extern® (Bad-/Austauschkonto) und ¢ ,intern“ (interne Dissipation/Ver-
lustkanile im Modellkonto) bezeichnet. Dann ist 3(¢) die Gesamt-EP aus Definiti-
on VIIL6.1.1, und i (t) meint die durch die als ,intern® klassifizierten dissipativen
Terme getragene EP (operational: dieselbe EP-Formel, aber mit der Summe/Integration
nur iiber die intern bilanzierten Kanéle).

Im isothermen Ein-Bad-Fall ist die Umrechnung besonders transparent: 5~ = kgT setzt die
thermische Energieskala, mit der dimensionslose Entropieproduktion in ein Energiedquivalent
iibersetzt werden kann; mit x, wird daraus eine Alternzeit.

Formelkasten VIII.8.2.1: Kalibrierung iiber Entropieproduktion (isotherm)

Bei Kopplung an ein Bad mit konstanter 3 = (kgT)~! und unselektierter Dynamik
definiere Yi(t) > 0 als den intern bilanzierten Anteil der Entropieproduktion (im
Sinne von Definition VIII.8.2.1). Dann gilt als operative Kalibrier-/Schéitzformel

. L . 1 . -1,
Birr,int(t) = 6 1Eint(t>7 A(t) = ;Birr,int(t) = LEint(ﬂ-
Integriert auf [to,t1] folgt
gt o
Alto, t1] = Yint(t) dt.

Rt to

Interpretation: 37! setzt die thermische Skala (Energiediquivalent pro Einheit EP), x,
setzt die Zeitkalibration (Zeit pro Budgeteinheit).

Querverweis

Y > 0 aus Lemma VIIL.6.2.1; thermische Bilanz im isothermen Limes aus Formel-
kasten VIIL.6.1.1. Die interne/externe Zuordnung erfolgt iiber das Budget-Kalkiil der
FBA - Grundlagen (Kapitel 1.3); vgl. Definition VIII.8.2.1. Fiir Pfadinterpretationen
(IFT/Crooks/Jarzynski) vgl. Kapitel VIIIL.7.

Bemerkung zur Prazis: ,intern“ meint hier nicht ,,im Inneren des Geréts“ im alltagssprachli-
chen Sinn, sondern ,im internen Budgetkonto“ des Modells. Welche Dissipationskanéle dort
landen, ist eine explizite Modell- und Bilanzentscheidung; genau deshalb ist die Trennung im
FBA testbar und nicht blofl Konvention.
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VIIL.8.3 Operative Schitzformeln (Master/FP)

Die in Kapitel VIII.3 und VIII.4 etablierten klassischen Generatoren und Stromformen liefern
sofort praktische Schétzer fiir A. Wir geben beide Standardfille an: (i) diskrete Markov-
Spriinge (Master) und (ii) Diffusionen (FP/Langevin). In beiden Fallen ist der strukturelle
Kern identisch: Entropieproduktion ist ein Funktional irreversibler Stréme (Log-Ratio bzw.
Quadratikform).[16, 26, 27]

Formelkasten VIII.8.3.1: Markov-Spriinge: EP-Dichte & A

Fiir eine zeitlokale Master-Dynamik p = K;p mit Stromen Jy, = Ky;p, — Kyyp, ist
die (klassische) Entropieproduktionsrate

Kul®)p:()

g 1 n
IO %Jyx(t) 1 (0 2y (1)

Der interne Anteil Sin (Summe nur iiber die intern bilanzierten Uberginge) liefert
iber Formelkasten VIII.8.2.1

Fiir stetige Variablen ist die FP-Stromform besonders niitzlich, weil sie die EP als ,,Dissipation
pro Dichte“ ausdriickt.[13, 16]

Formelkasten VIII.8.3.2: Fokker—Planck: Stromformel & A

Fiir 9;p = —V-J mit Strom J aus Formelkasten VIIL.4.2.1 und Zerlegung J = J™V + Ji'*
gilt

¥(t) =

/ (J(z,4))" D(x,t)* J(x,t) >0

p(z,1)
wobei DT die (Moore—Penrose-)Pseudoinverse von D bezeichnet (im vollrangigen
Fall D = D7').% Der intern bilanzierte Anteil Y, (entsprechend einer Modell-
/Bilanzzuordnung) geht dann in

ﬁ_l

Kr

A(t) Eint (t)

ein.

“Diese Form ist die robuste Version, falls D nur semidefinit ist; effektiv wird nur tiber die diffusions-
getriebenen Richtungen dissipiert.

VIII.8.4 Trennschirfe: Altern vs. Eigenzeit

Die konzeptionelle Trennung wird experimentell dann scharf, wenn man ,,gleiches 74, und
»gleiches A“ unabhéngig variieren kann. Die folgende Aussage liefert genau diese beiden
Kontrollregimes.
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Lemma VIII.8.4.1: Gleiche Eigenzeit, unterschiedliches Altern (und umge-
kehrt)

Betrachte zwei identische Systeme St, So.

(i) Gleich-74,, variierbares A. Haben beide Systeme dieselbe Weltlinie (damit gleiche
Tgeo) Und unterscheiden sich ihre intern dissipativen Kopplungen (Ei(rlr)mt e Ei(i{im), SO
gilt im Allgemeinen A; # A,.

(ii) Unterschiedliche Kinematik, gleiches A (Scope). Werden die intern dissipati-
ven Kopplungen identisch realisiert in derselben lokalen Prozessparametrisierung (z.B.
identische interne GKLS-Kopplung als Funktion der lokalen Eigenzeit), so kann man
A1 = Ag trotz Teeo,1 # Tgeo,2 €rzeugen.

Beweisskizze VIII.8.4.1: Gleiche Eigenzeit, unterschiedliches Altern (und
umgekehrt)

(1) Aus Formelkasten VIIL.8.2.1 folgt A o Yint. Unterschiedliche interne dissipative
Terme éndern ¥, und damit das Integral A, unabhéngig davon, ob T,e, gleich ist.

(ii) Wird die interne irreversible Dynamik identisch als Funktion derselben lokalen
Parametrisierung realisiert (z.B. als Funktion von 74e,), so bleibt Yt in dieser Pa-
rametrisierung gleich; dann ist auch A gleich, wahrend reine Kinematikvariation 7ge,
verandert.

VIIIL.8.5 Messprotokolle & Beobachtbarkeit

Wir skizzieren zwei minimal-invasive Protokolle, die A experimentell zugénglich machen.
Beide sind so gebaut, dass jeweils nur eine der beiden Groflen (7geo bzw. A) gezielt verdndert
wird, wiahrend die andere als Kontrollgréfie dient.

Vergleichsuhren mit kontrollierter Dissipation

A1l: Gleich-7ye,, variierbares A. Zwei identische Uhren Ugq und Uyo, bewegen sich
entlang derselben Weltlinie (gleiche 7ge,). Durch eine zusétzliche lokale Rauschquelle
(interner GKLS-Operator L, mit Rate k) wird nur Uy dissipativ betrieben. Aus der
gemessenen internen Entropieproduktion (oder dquivalent aus kalorimetrisch bestimmter
interner Dissipation im isothermen Limes) folgt

Aa= b " (Ehe(t) — S5 (1)) .

int int
KRr to

A2: Unterschiedliche Kinematik, gleiches A (Scope). Zwei identische Uhren mit
identischen internen GKLS-Kopplungen werden auf zwei Weltlinien mit verschiedener
Zeitdilatation geschickt. Kalorimetrische Messung der intern bilanzierten Dissipation
bzw. Xyt zeigt A1 = Ag, obwohl Tgeo, 1 # Tgeo,2, s0fern die interne Kopplung in derselben
lokalen Parametrisierung realisiert wird (z. B. als Funktion der lokalen Eigenzeit).
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VIIIL.8.6 Pass/Fail-Indikatoren (minimale Checkliste)

Zum Abschluss biindeln wir beobachtbare Kriterien, die die Trennung zwischen 74, und A
testen. Diese Punkte sind bewusst so formuliert, dass sie als Datenchecks taugen.

Kernindikatoren fiir Altern
o Nichtnegativitit/Monotonie: A > 0 (aus Yt > 0 via Formelkas-
ten VIIL8.2.1).
. Additivitit: Ay o Ty] = A[[4] + A[Ls].

o Entkopplung von Zeitdilatation (Scope): Variation der Kinematik bei kon-
stant realisierter interner GKLS-Kopplung in lokaler Parametrisierung dndert 7geo,
nicht A.

o Landauer-Konsistenz (isotherm): Erzwingt ein Reset eine Informationsreduk-
tion A, so folgt aus Korollar VIII.6.3.1 fiir die intern irreversible Alternzeit

/871

Koy

A > Al

[19, 20]

VIII.8.7 Einordnung & Ausblick

Altern ist damit eine thermodynamisch-kinetische Grofie des FBA| getrennt von reiner Kine-
matik (Zeitdilatation) und direkt iiber Entropie-/ Warmefliisse schétzbar. Kapitel VIII.9 nutzt
diese Trennung fiir Transport- und Antworttheorie (FDT, Green—Kubo) im Nichtgleichge-
wicht; Kapitel VIII.10 diskutiert experimentelle Tests und Falsifizierbarkeit sowie die Briicken
zu Standardansétzen.
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VIIL.9 Nichtgleichgewicht & Transport: FDT, Green—Kubo
& Budgetfliisse

Dieses Kapitel verbindet das Budget-Bild des FBA mit linearer Antworttheorie.[28, 29] Aus-
gehend von der kontinuierlichen Beschreibung (Kapitel VIII.3 und VIII.4; Korollar VIII.3.2.1,
Lemma VIII.4.2.1, und Formelkasten VIII.4.2.1) und der Entropieproduktion (Kapitel VIIIL.6;
Lemma VIII.6.2.1 und Formelkasten VIII.6.1.1) formulieren wir (i) Fluss-Kraft-Paare,
(ii) Fluktuations—Dissipations-Beziehungen (FDT) und (iii) Green—-Kubo-Relationen samt
Onsager—Casimir-Symmetrien. Die Resultate liefern Positivitats- und Symmetrieaussagen fiir
Transportkoeffizienten, direkt interpretierbar als Eigenschaften irreversibler Budgetnutzung.
40 Die mikroreversiblen Gleichgewichtsannahmen (detailed balance/ldb) sind in 4! sowie in
der Pfadformulierung von Kapitel VIIL.7 (vgl. Definition VIII.7.1.1) eingeordnet.

VIIIL.9.1 Fliisse, Krifte & Entropieproduktion (linearer Limes)

Wir linearisieren um ein stationdres Mafl p* (im FDT/Onsager-Teil: Gleichgewicht mit
Mikroreversibilitét /1db). Irreversible Stréme stammen aus J** der Fokker—Planck-Form (For-
melkasten VII1.4.2.1) bzw. aus Sprungstromen J,, (Master). Der Zweck dieser Linearisierung
ist doppelt: (i) sie liefert eine kanonische Definition von Transportkoeffizienten als Antwort
auf kleine Antriebe, und (ii) sie macht die Entropieproduktion zu einer quadratischen Form,
deren Positivitdt unmittelbar zu Schranken fiir L, fiihrt.

Definition VIII.9.1.1: Thermodynamische Krifte & Fliisse
Seien {J,(t)} beobachtbare irreversible Flisse (z. B. Warme-, Teilchen-, Impulsstrom),
und {f,(t)} die zugehorigen affinen Krdfte (Gradienten von SBu, fu, fv usw.). Im

(nahezu) stationdren Regime verstehen wir J,(t) als (makroskopische) Fliisse bzw.
Erwartungswerte, so dass im linearen Regime

E(t) = Zfa(t) Ja(t) >0,

konsistent mit der Clausius-Form Formelkasten VIIL6.1.1 (isotherm: 8~'% ist ein
Dissipations-/Budgetleistungsmaf}). Im linearen Antwortregime gilt die kausale Faltung

Ja(t) = §/O onﬁ(s) fﬁ(t_s)d‘g = Zﬁ:/ooXocﬁ(t_t,) fﬁ(t/)dt/'

Querverweis

Zur Zerlegung J = J™ 4 J vgl. Formelkasten VIIL.4.2.1. Fiir ¥ > 0 und die Clausius-
Bilanz sieche Lemma VIII.6.2.1 und Formelkasten VIII.6.1.1.

Die Antwortkerne x,p sind per Konstruktion kausal. Fiur Gleichgewicht/Stationaritat hingt
Xag nur von der Zeitdifferenz ab; genau dann sind Zeit- und Frequenzdarstellungen dquivalent,

40Sjehe FBA Teil VIL: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VIL.1-VIL2 (Kalibration & thermische
Skalen).

41Sjehe FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.7 (Stationéire Zustinde & detailed balance).
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und Transportkoeffizienten lassen sich als Integrale von Gleichgewichtskorrelatoren identifizie-
ren. Damit ist die Bithne fir FDT/Green-Kubo gesetzt: Antwort wird zu Fluktuation.

VIIL.9.2 FDT (Zeit- und Frequenzbereich)

Die Fluktuations—Dissipations-Relation verbindet lineare Antwort mit Gleichgewichtsfluk-
tuationen der entsprechenden irreversiblen Fliisse.[28, 29] Konzeptionell ist das im FBA
besonders transparent: Dieselben Strome J,,, die im linearen Regime Dissipation (und damit
irreversibles Budget) erzeugen, sind im Gleichgewicht als Fluktuationen messbar. Unter
Mikroreversibilitidt (lokale detailed balance/ldb) wird aus dieser Verbindung eine préazise
Identitét.

Formelkasten VIII.9.2.1: FDT I (Zeitbereich)

Sei
Cap(t) = (0Ja(t)0J5(0)),,  0Ja:=Ja — (Ja)s

der Gleichgewichts-Korrelator im stationdren Referenzmafl p* (Notation (-).). Hier
bezeichnet 9(t) die Heaviside-Funktion (Kausalitdt). Unter Mikroreversibilitdt und fiir
die zu fz konjugierte Kraft-Fluss-Paarung gilt (klassischer FDT-Limes)

Xap (t) = ﬁ 19(75) Cocﬂ (t)

Insbesondere sind die statischen Koeffizienten
Los ::/0 Xes(t) dt = ,3/0 Cas(t) dt

positiv semidefinit (und damit > = fTLf >0 im linearen Regime).

Die Heaviside-Funktion 9(¢) codiert Kausalitat (keine Antwort vor dem Antrieb). Im Fre-
quenzraum werden daraus die iiblichen Beziehungen zwischen Spektren und dissipativen
(reellen) Teilen der Antwort; diese Form ist oft die direkte Schnittstelle zur Datenanalyse
(Spektralschatzer, Transferfunktionen).

Formelkasten VIIL.9.2.2: FDT II (Spektralform)

Mit Spektraldichte
Saplw) = / (1) dt

—0o0

und dynamischer Suszeptibilitat

)NCOz,B (W) = /0 ethXaB (t) dt

gilt im Gleichgewicht (klassisch; fiir die konjugierte Paarung wie in Formelkas-
ten VIIL.9.2.1)

Sap(w) = 287t Re Xop(w) = 2kpT Re Xop(w).
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VIII.9.3 Green—Kubo-Relationen & Onsager—Casimir

Die Green—Kubo-Formeln sind die ,Messform* der linearen Antwort: Transportkoeffizienten
lassen sich aus Gleichgewichtsdaten (Korrelatoren) gewinnen.[28, 30] Im FBA ist das zugleich
eine Budgetaussage: L,g parametrisiert, wie stark irreversibles internes Budget bei gegebenen

Kraften anfillt. Die Onsager—Casimir-Symmetrien prézisieren, welche Symmetrien man fiir L
erwarten darf, sobald Zeitumkehr-Paritédten (und ggf. externe Felder) bekannt sind.[31-33]

Formelkasten VIII.9.3.1: Green—Kubo (statisch)

Die (statischen) Transportkoeffizienten

Lag ::/0 Xag(t)dt

erfiillen (unter den Gleichgewichtsannahmen der FDT)

Lap = B [ (G050 dt = 5 [ (070850 .

Lemma VIII.9.3.1: Onsager—Casimir-Symmetrien

Seien €, € {+1, —1} die Zeitumkehr-Paritéten der Fliisse J,. Unter Mikroreversibilitét
(Idb) gilt
Log(B) = €nepLga(—B),

insbesondere bei B = 0: L,g = €4 €3 Laq.

Beweisskizze VIII.9.3.1: Onsager—Casimir-Symmetrien

Zeitumkehr © (Paritit wie in Definition VIIL.7.1.1) mit 0J,07! = ¢,J, und 1db
implizieren fiir Gleichgewichtskorrelatoren

Cap(t; B) = eq€s Caa(t; —B).

Integration in Formelkasten VIII.9.3.1 ergibt die Behauptung.

VIII.9.4 Positivitiat, Schranken & Budget-Interpretation

Im linearen Regime wird die Entropieproduktion zur quadratischen Form in den Kréften.
Das ist der schnellste Weg zu robusten Schranken: Positivitit von Y fir alle kleinen Antriebe
erzwingt L > 0. Damit sind ,negative Dissipation“ oder instabile Transportmatrizen im
Gleichgewicht ausgeschlossen, unabhéngig von mikroskopischen Details.[28, 31]
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Korollar VIII.9.4.1: Positivitat der Transportmatrix & zweites Gesetz
Die Matrix L = [Log] ist positiv semidefinit. Fiir beliebige (kleine) Kréfte f gilt

B(t) = Y falt) Lag fa(t) > 0.
af

Damit ist die lineare Dissipation f | Lf eine untere Schranke der irreversiblen Budgetrate
im linearen Regime (konsistent mit Kapitel VIIL.6).

Experimentelle Observablen & Budgetfliisse

Leitfahigkeiten/Viskositéiten sind Integrale von Gleichgewichtsfluktuationen — messbar
via zeitliche Korrelationsfunktionen. Im FBA sind sie zugleich Raten irreversibler
interner Budgetnutzung je Kraft: ,Dissipation pro Kraftquadrat®. Kalibration mit £
(Temperatur) geméaf °.

“Siehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VIL.1-VIL.2 (thermische Skalen).

VIIL.9.5 Beispiel: Diffusion, Mobilitiat & Einstein-Relation

Als Minimalfall demonstriert Brownsche Bewegung die Verkniipfung aus (i) Antwort auf ein
kleines Kraftfeld, (ii) Fluktuationen im Gleichgewicht und (iii) thermischer Kalibration tiber
kpT.[28, 34] Gerade dieser Fall eignet sich als ,Sanity Check® fiir Datenanalyse: Er testet
gleichzeitig die Korrelatorschitzung und die korrekte Temperaturkalibration.

Einstein—Relation D = pkgT (underdamped)
Betrachte ein 1D-underdamped Langevin-System im Gleichgewicht bei Temperatur 7',
mo(t) = —yv(t) + f + 2y ksTE(E),  &(t) = v(t),
mit (£(t)) =0, (£(t)E(F)) = 0(t — t'), und kleinem konstantem Kraftfeld f.
1. Mobilitit (Definition). Im stationéren linearen Regime ist
(y = pf, p=7y"

2. Diffusion (Green—Kubo). Im Gleichgewicht (f = 0) gilt

e*(‘Y/m)t7 D= / va(t) dt = kBi
0 Y

kT
B m

Co(t) := (v(t) v(0))«

3. Einstein. Damit folgt unmittelbar

D = pkgT = pp~t.
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VIII.9.6 Randfille: NESS & Frequenzabhingige Antwort

Abseits strikter Gleichgewichtslagen bleiben viele Strukturelemente erhalten (Kausalitét,
Green—Kubo-artige Integrale), aber Symmetrien und Identitidten werden korrigiert: Stationére
Strome erzeugen zusétzliche Quellterme, und die einfache FDT-Identitdt muss durch NESS-
Versionen ersetzt werden.[16, 35] Fiir Anwendungen ist das wichtig, weil reale Systeme héufig
in stationdren Nichtgleichgewichtslagen betrieben werden (Gradienten, Antriebe, aktive
Béder).

Auflerhalb des Gleichgewichts

AuBerhalb strikten Gleichgewichts bleiben Kausalitdt und viele Strukturformeln erhalten,
aber die einfachen Gleichgewichtsidentitdten (FDT/Green-Kubo ohne Zusatzterme)
werden im Allgemeinen korrigiert:

1. NESS (stationires Nichtgleichgewicht). Fiir stationdre Nichtgleichgewichts-
zustinde ersetzt p* das Gleichgewichtsmafl. Green—Kubo-Relationen behal-
ten typischerweise die Form ,Korrelatorintegral“, erhalten jedoch zusdtzliche
Quell-/Verletzungsterme durch stationdre Strome (bzw. Abweichung von der

Gleichgewichts-FDT); vgl. auch die NESS-Pfadperspektive in ?7.

2. Dynamische Antwort (Frequenzraum). Formelkasten VIIL.9.2.2 liefert den Zu-
sammenhang zwischen Spektren und Re xqg(w) im Gleichgewicht. Aus Kausalitit
folgen unabhéngig davon Kramers—Kronig-Relationen, die Real- und Imaginérteil
von Xag(w) verkniipfen.[36]

VIII.9.7 Checkliste & Einordnung

Die folgenden Punkte biindeln priifbare Konsequenzen im linearen Regime. Sie sind bewusst
so formuliert, dass sie als Datenchecks taugen: Korrelatorintegrale, Symmetriepriifungen
(B — —B) und Positivitatstests fiir L.

Pass/Fail — Transport im FBA

o FDT: xq5(t) = BY(t) Cop(t) (Formelkasten VIIL.9.2.1); Spektralform Formelkas-
ten VIIL.9.2.2.

o Green—-Kubo: L.g = [;° Cop(t) dt (Formelkasten VII1.9.3.1); L > 0.

e Onsager—Casimir: L,3(B) = €€ Lgo(—B) (Lemma VIII.9.3.1).

« Budget-Interpretation: ¥ = f T Lf ist die lineare Dissipationsleistung (irrever-
sibles internes Budget pro Zeit) im linearen Regime.

VIII.9.8 Ausblick
Die Green—Kubo-/FDT-Struktur kniipft Transportkoeffizienten unmittelbar an Budgetfluk-

tuationen und macht Dissipation als , Korrelator-Observable“ zugénglich. Kapitel VIII.10
nutzt diese Beziehungen fiir Vorhersagen, Falsifizierbarkeit und Design von Messprotokollen
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(1. a. Linearresponse-Tests & Skalengesetze; 42).

42Gjehe FBA Teil X: Vorhersagen, Falsifizierbarkeit & Briicke FBA — QM <+ ART, Kap. X.2 (Linearresponse
& Testgrofien).
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VIIL.10 Vergleich & Einordnung zum Standard

Dieses Kapitel ordnet die in den Kapiteln Kapitel VIII.3 bis Kapitel VIII.9 entwickelten
Resultate in etablierte Rahmen (klassische Mechanik, Dekohérenz/semiklassischer Limes,
stochastische Thermodynamik, lineare Antwort) ein und markiert prézise, wo der FBA
mehr fordert (zusétzliche Monotonien/Schranken, beobachtbares , Altern®) oder weniger
voraussetzt (keine Postulate zur klassischen Welt). Fiir die formalen Ausgangsbausteine
(CPTP/GKLS, DPI/Spohn, Komposition/Lokalitiit) siche 43 sowie die Standardquellen [3, 5-
7). Zur Ausarbeitung von Messung/Dekohérenz/GKLS (inkl. detailed balance) vgl. *4 und 4.
Kurze Briicken zu den anderen Teilen der Reihe erlauben Kontext, ohne eine Verweis-Wiiste
Zu erzeugen.

VIII.10.1 Briicken: Begriffskorrespondenzen

Als Einstieg gentigt eine ,Worterbuch“-Ebene: Welche Objekte entsprechen welchen Standard-
begriffen? Wichtig ist dabei: Die Zuordnung ist operativ gemeint (Mess- und Protokollsicht),
nicht nur formal-symbolisch. Die folgenden Paarungen dienen deshalb zugleich als Hinweis,
wo im Text die jeweilige Struktur hergeleitet wird.

FBA <« Standard (Auswahl)

o Budget-Kalkiil (intern/extern/irreversibel) <+ Arbeit/Wéarme/Entropiefliisse (Clau-
sius), stochastische Thermodynamik (Kapitel VIII.6; Formelkasten VIII.6.1.1)
[16].

o Pointer-Projektion R <> Dekohérenz/POVM-Instrumente; klassischer Master-
Limes (Kapitel VIII.3; Korollar VIII.3.2.1) [1, 2].

o Master — FP/Langevin < Kramers—-Moyal/Fokker—Planck/It6-SDE (Kapi-
tel VIII.4; Lemma VIII.4.2.1 und Formelkésten VIII.4.2.1 und VII1.4.3.1) [13-15,
37].

o Reversibler Budgetanteil <» Liouville-/Hamilton—Jacobi-Dynamik (Kapitel VIIL.5;
Formelkésten VIIL.5.2.1 und VIIL.5.2.2).

o DPI/Spohn <> H-Theorem /zweiter Hauptsatz (Kapitel VIII.6; Lemma VIII1.6.2.1
und Korollar VIIL.6.2.1) [3, 5].

o Pfad-Budget/EP <> Crooks/Jarzynski (stochastische Thermodynamik auf Pfa-
drdumen) (Kapitel VIIL.7; Formelkdsten VIII.7.3.1 und VIIL.7.4.1) [16, 21, 22].

o Altern A « integrierter irreversibler interner Budgetanteil, isotherm iiber 71 E;p
kalibriert und in Zeit via k. iibersetzt (Kapitel VIIL.8; Formelkasten VIII.8.2.1).

o Green-Kubo/FDT < lineare Antwort/Transportkoeffizienten (Kapitel VIII.9;
Formelkéasten VIII.9.2.1 und VIIL.9.3.1) [28-33].

Diese Korrespondenzen erklaren bereits, warum sich viele Resultate ,vertraut* anfiihlen:

43Gieche FBA Teil I: FBA - Grundlagen, Kap. 1.5-1.6 ,,Zulissige Dynamik, DPI/Spohn, Komposition®.

44Giche FBA Teil III: Quantenkinematik & CPTP-Kanile, Kap. II1.3-1I1.5 ,POVMs, Instrumente &
Naimark*.

45Siehe FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.4-1V.7 , Dekohérenz, Entropiefluss & stationire
Zusténde*.

46



Der FBA reproduziert Standardstrukturen, aber er motiviert sie iiber zuldssige Verarbeitung
(CPTP/GKLS) und Monotonien (DPI/Spohn) statt iiber separate klassische Postulate. Der
néchste Schritt ist daher nicht ein weiterer ,, Abgleich“, sondern die klare Ansage, wo der
FBA zusétzliche, testbare Struktur erzwingt.

VIII.10.2 Abgrenzung & Mehrwert gegeniiber Standardansitzen

Die folgenden Punkte fassen zusammen, in welchem Sinn der FBA gegeniiber Standarddar-
stellungen stdrker ist (mehr Struktur/Schranken) und in welchem Sinn er ékonomischer
ist (weniger Postulate). Dabei ist ,Mehrwert“ hier nicht als neue Phinomenologie gemeint,
sondern als: klarere Logikpfade, schirfere Bounds und zusétzliche beobachtbare Grofien.

Mehrwert des FBA (knapp)

e Deduktiver klassischer Limes: Klassische Gleichungen entstehen aus CPT-
P/GKLS + R + Zeitskalen—ohne Zusatzpostulate (Kapitel VIII.3 und VIII.4)
1, 2].

o Monotonien & No-Recovery: DPI/Spohn liefert universelle Schranken fiir un-
selektierte Prozesse; selektive Eingriffe sind explizit ausgenommen (Kapitel VIII.6;

Lemma VIII.6.2.1) [3-5]. Die Trennlinie ,unselektiert vs. selektiv® ist zentral; vgl.
a

o Budget-Interpretation von Fluktuationssitzen: ¥ = (W —AF) verbindet
Arbeitsschétzungen direkt mit internem irreversiblen Budget (Kapitel VIIL.T7;
Formelkasten VIIL.7.2.1) [16, 21, 22]; die Ubersetzung in Alternzeit erfolgt via .,
(Formelkasten VIIL.8.2.1).

o Beobachtbare Alterung: A trennt dissipative Lebensdauer von reiner Eigenzeit—
eine Messgrofle jenseits der Standardkinematik (Kapitel VIII.8; Lemma VIIL.8.1.1
und Formelkasten VIIL.8.2.1).

o Transport als Budgetfluktuation: FDT/Green—-Kubo erscheinen als
Positivitats-/Symmetrieaussagen irreversibler Budgets (Kapitel VIIL.9; Korol-
lar VII1.9.4.1 und Lemma VII1.9.3.1) [28-33].

“Siehe FBA Teil III: Quantenkinematik & CPTP-Kanile, Kap. II1.4-111.5 | Instrumente & selektive
Operationen®.

Die zentrale Trennlinie, die sich durch alle Punkte zieht, ist dieselbe wie in den vorherigen
Kapiteln: unselektiert zuldssige Verarbeitung (CPTP/GKLS, DPI/Spohn) erzeugt robuste
Monotonien; alles, was diese Zuléssigkeit verldsst (Postselektion/Feedback ohne Buchhaltung),
kann lokale ,,Gegenbeispiele“ produzieren, zéhlt dann aber nicht als Kernverletzung, sondern
als Protokollwechsel. Damit sind wir bei der Frage: Welche Aussagen sind die minimalen
,Hauptschalter® (Pass/Fail) dieser Abhandlung?

VIII.10.3 Konkrete, falsifizierbare Aussagen (diese Abhandlung)

Die nachstehenden Aussagen sind so formuliert, dass sie als minimale Falsifikatoren dienen:
Sie verkniipfen eine klare Voraussetzung (pointerstabil, unselektiert, 1db, linearer Bereich)
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mit einem eindeutig testbaren Kriterium. Die vollstdndige, zusammenhéngende Pass/Fail-
Liste steht in Kapitel VIII.11; hier geht es um die wichtigsten ,,Hauptschalter®. Fiir die
protokollseitige Operationalisierung (wie misst man J, W, @, AF, A in minimal-invasiven

Setups?) siehe insbesondere 46.

Formelkasten VIII.10.3.1: Testbare Kernaussagen

1. Kontraktion nach Projektion: Fiir pointerstabile R fallt D(p:||p*) monoton
(Lemma VIII.3.2.1) [3, 4]. Fail, wenn in einem verifiziert unselektierten Setup
(und bei konsistenter Referenzwahl p*) reproduzierbar Markov-Margen mit D > 0
beobachtet werden (jenseits kontrollierter O(e)-SchlieBungsfehler).

2. Landauer im Budgetbild: Reset um A erfordert im isothermen Limes

,3_1

Kr

A > AT

(Korollar VIII.6.3.1 und Formelkasten VIII.8.2.1) [19, 20]. Fail, falls reproduzierbar
A < (B7'/k:)AI bei kontrollierter Temperaturkalibration und ohne versteckte
Selektion /Feedback.

3. Crooks-Schnittpunkt: Pp(W) = Pr(—W) bei W = AF (Kapitel VIIL.7; For-
melkasten VIIL.7.3.1) [21, 22]. Fuil, falls systematisch verschoben bei erfiillter 1db
und korrekt implementierter Zeitumkehr (Protokollriicklauf).

4. FDT/Green—Kubo-Positivitat: L = 0, Y= fTLf >0 (Kapitel VIIL.9;
Formelkésten VII1.9.2.1 und VIIL.9.3.1 und Korollar VII1.9.4.1) [28-33]. Fail,
wenn negative Eigenwerte von L im linearen Bereich und bei Mikroreversibilitdt
auftreten (nicht nur numerisches/finite-size Artefakt).

5. Trennung T, vs. A: Variation der Kinematik (Zeitdilatation) bei fester, lokal
gleich realisierter interner GKLS-Kopplung dndert A nicht (Kapitel VIIL.8; Lem-
ma VIII.8.4.1). Fuail, wenn A systematisch mit reiner Kinematik skaliert, ohne
Anderung der internen Dissipationskanile.

Man kann diese Liste auch als ,Minimaldiagnostik“ lesen: (1)—(2) testen DPI/Spohn und
Budget-/Temperaturkalibration im Thermolimes, (3) testet Pfadumkehr/Konsistenz von
ldb, (4) testet die lineare Antwortstruktur als Korrelator-Observable, (5) testet die neue
konzeptionelle Trennung zwischen geometrischer Zeit und dissipativem Altern. Als néchstes
lohnt sich deshalb ein kurzer Blick auf die Dokumentbriicken: Welche Bausteine werden in
anderen Teilen gekriimmt/gerenormt/weitergefithrt?

VIII.10.4 Kurzbriicke FBA — QM < ART

Die in dieser Abhandlung entwickelten Aussagen sind kinematisch/flach. Die strukturellen
Briicken bleiben dennoch sichtbar, weil die verwendeten Bausteine (Kalibration, GKLS/DPI,
Budgetfliisse) genau die sind, die in den anderen Teilen jeweils weitergefiihrt werden. 47 48 49

46Giche FBA Teil X: Vorhersagen, Falsifizierbarkeit & Briicke FBA — QM < ART, Kap. X.2 , Testgrofen
& Protokolle*.

47Siche FBA Teil IT: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, (i) Eigenzeitgeometrie als Minkowski-Limes.

48Giehe FBA Teil VI: Gravitation & Geometrie aus Budgetfliissen, (ii) Geometrisierung von Budgetfliissen.

49Siehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, (iii) Kalibration/RG /Skalenfenster.

48



Briicken (knapp, mit Verweisen)

« Eigenzeit/Minkowski: 7., folgt aus dem reversiblen Budget (Minkowski-
Quadrik/Lichtkegel /Lorentz-Limes), und Altern A addiert als irreversibler interner
Anteil (% ).

e Geometrie aus Budgetfliissen: In gekriimmten Situationen werden Budget-
flissse geometrisiert; diese Abhandlung liefert die flache Thermo-/Transportbasis

(%)-
o Skalen/RG: Normierungen (f3,c, k) und Antwortskalen werden in Teil VII
prézisiert—hier nur benutzt (%).

“Siehe FBA Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, Kap. I11.4 ,Figenzeit & Altern.

bSiehe FBA Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie, Kap. I1.6-I1.7 , Minkowski-Limes &
Lorentz-Kinematik*.

¢Siehe FBA Teil VI: Gravitation & Geometrie aus Budgetfliissen, Kap. VI.2-VI.4 | Budget—
Geometrie*.

Siche FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VII.1-VIL.3 ,Kalibration &
Response-Skalen®.

Diese Briicke ist auch ein Hinweis zur Interpretation: Wenn in Experiment /Simulation schein-
bare Abweichungen auftreten, ist oft zuerst zu priifen, ob eine Annahme dieser Abhandlung
verletzt wurde (z. B. Selektivitét, fehlende Zeitskalen-Separation, NESS statt Gleichgewicht)
oder ob tatséchlich ein Kernkriterium (Monotonie/Bound) gebrochen ist. Daher schliefen wir
mit einem expliziten ,,Annahmenkasten“ als Fehlersuchbaum.

VIII.10.5 Rahmenbedingungen & Geltungsbereich

Die Tragfahigkeit der Ergebnisse beruht auf klaren Voraussetzungen. Wir nennen sie hier
explizit, weil sie zugleich die Standardquellen fir ,scheinbare Gegenbeispiele* markieren: Man
verlésst (bewusst oder unbewusst) den Zuléssigkeitsbereich, und dann ist eine Verletzung der
Monotonien nicht tiberraschend.
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Annahmen (explizit) & typische Bruchstellen

o Pointerstabilitdt & Sidkularlimes: Off-Diagonalen relaxieren schneller als
Beobachtungszeiten (Kapitel VIIL.3); vgl.  und [1, 2].

o Unselektierte GKLS-Dynamik: Monotonien/Schranken gelten ohne Postse-
lektion (Kapitel VIII.6 und VIIL.7) [5-7]. Selektive Instrumente/Feedback sind
ausdriicklich ausgenommen; vgl. °.

 Diffusiver Skalenlimes: Fir FP/Langevin (Kapitel VIIL.4) sind endliche zweite
Momente und kleine Spriinge notig [13-15].

e Linearer Antwortbereich: FDT/Green-Kubo gelten nahe stationdren Referen-
zen (Kapitel VIIL.9), typischerweise unter Mikroreversibilitat/detailed balance;
vgl. ¢ sowie [28-33].

o Flacher/kinematischer Rahmen: Keine Backreaction/Kriimmung; fir Gravi-
tation siehe ?.

“Siehe FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.4-IV.6 , Dekohédrenz, Sdkularlimes &
effektive Spriinge*.

bSiehe FBA Teil I1I: Quantenkinematik & CPTP-Kanile, Kap. IIL4-IIL5 , Instrumente & selektive
Operationen®.

°Siehe FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.7 ,Stationire Zustinde & detailed
balance®.

Siehe FBA Teil VI: Gravitation & Geometrie aus Budgetfliissen, Teil VL.

VIII.10.6 Einordnung & Ausblick

Die FBA-Perspektive bindet klassischen Limes, Thermodynamik und Transport an ein einziges
Monotonieprinzip (DPI/Spohn) und an ein operatives Budget-Kalkiil. Kapitel VIII.11 biindelt
die Pass/Fail-Kriterien dieser Abhandlung und stellt eine kompakte Priifliste fiir Peer-Review,
Simulationen und Experimente bereit.
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VIIL.11 Zusammenfassung & Checkliste (Pass/Fail)

Dieses Kapitel biindelt die zentralen Aussagen der Abhandlung (Kapitel VIIL.3 bis Ka-
pitel VIII.10) und formuliert eine kompakte, operativ nutzbare Pass/Fail-Checkliste. Die
hergeleiteten Bausteine liegen in: Dekohérenz/Pointer & Master-Limes (Kapitel VIIL.3),
Kramers-Moyal/FP /Langevin (Kapitel VIII.4), Ehrenfest/Hamilton-Limes (Kapitel VIIIL.5),
Entropieproduktion/2. HS/Landauer (Kapitel VIIIL.6), Fluktuationssétze (Kapitel VIIL.7),
Altern (Kapitel VIII.8), Transport/FDT/Green-Kubo (Kapitel VIII.9), Einordnung (Kapi-
tel VIIL.10). Fiir messpraktische Protokolle/Design und Briickensétze siehe auBerdem °°. Die
Kriterien sind so gewéhlt, dass sie sich auf direkt messbare Grofien (Populations-/Stromdaten,
Arbeit/Warme, Korrelatoren) abbilden lassen und die in den vorigen Kapiteln hergeleiteten
Monotonien, Relationen und Trennungen testen.

VIII.11.1 Kurzfazit der Abhandlung

Wir fassen zunéchst die ,, Tragpfeiler” zusammen, weil die Checkliste genau diese Strukturbau-
steine als Messkriterien operationalisiert: (1) Projektion/SchlieBung = klassische Dynamik,
(2) reversible vs. irreversible Anteile = Trajektorien/EP, (3) Pfadniveau = Crooks/Jarzynski,
(4) neue beobachtbare Grofie = Altern, (5) lineare Antwort = Transport als Korrelator-
Observable.

Kernaussagen (kompakt)

o Klassischer Limes: pointerstabile Projektion R und Zeitskalen-Separation fiihren
von GKLS zu einer autonomen Master-Gleichung (Korollar VIII.3.2.1); kontinu-
ierlicher Limes ergibt Fokker-Planck/Langevin (Lemma VIII.4.2.1 und Formel-
késten VIIL.4.2.1 und VII1.4.3.1).

o Reversible Dynamik: Der reversible Budgetanteil erzeugt Liouville-/Hamilton—
Jacobi-Struktur und effektive Trajektorien (Formelkésten VIIL.5.2.1 und VIIL.5.2.2
und Lemma VIII.5.3.1).

« Zweiter Hauptsatz: Entropieproduktion ¥ > 0 aus Spohn/DPI und Clausius-
Bilanz (Lemma VIII.6.2.1, Formelkasten VIII.6.1.1, und Korollar VIII.6.2.1);
Landauer-Bound im Budgetbild (Korollar VIII.6.3.1).

e Fluktuationssiatze: IFT, Crooks und Jarzynski verbinden Pfad-EP mit Ar-
beit /Freier Energie (Lemma VIIL.7.2.1 und Formelkésten VIII.7.2.1, VIIL.7.3.1
und VIIL.7.4.1).

o Altern A: integrierter irreversibler interner Budgetfluss, operativ kalibrierbar
iiber EP (Definition VIII.8.1.1, Formelkasten VIII.8.2.1, und Lemma VIIL.8.4.1).

o Transport: FDT/Green—Kubo, Positivitiat und Onsager—Casimir als Eigenschaf-
ten irreversibler Budgets (Formelkédsten VII1.9.2.1, VII1.9.2.2 und VIII.9.3.1,
Lemma VIII.9.3.1, und Korollar VII1.9.4.1).

50Giehe FBA Teil X: Vorhersagen, Falsifizierbarkeit & Briicke FBA — QM < ART, Kap. X.1-X.3 , Mess-
programme, Protokolle & Checklisten®.
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VIII.11.2 Pass/Fail-Checkliste (operativ)

Die Checkliste organisiert priifbare Aussagen nach Messkanélen. , Pass® bedeutet: Messdaten
liegen innerhalb des angegebenen Toleranzbandes; ,Fail*: systematischer, reproduzierbarer
Verstof jenseits der Unsicherheiten. Wichtig ist dabei die Protokollgrenze: Monotonien/Bounds
gelten fir unselektierte Fliisse (kein Postselection-/Feedback-Trick), und Pfadrelationssitze
(Crooks/Jarzynski) setzen Mikroreversibilitit/ldb sowie konsistente Temperaturkalibration
voraus. Zur Trennung selektiv/unselektiv und Instrumenten siehe *'; zur detailed-balance-
Struktur im GKLS-Rahmen °?; zur Temperatur-/Einheitenkalibration 3.

Formelkasten VIII.11.2.1: Priifkatalog mit Zielgroflen & Toleranzen (I)

(A) Projektion & Master-Dynamik. Zielgroffe: Monotonie der klassischen Re-
lativen Entropie D(p¢||p*). Kriterium: AD/At < 04 auf unselektierten Datentraces
(Lemma VIIIL.3.2.1 und Korollar VIII.3.2.1). Pass: Anteil positiver Steigungen < zy4
(Ausreiflerquote). Fuail: signifikante positive Trends (nicht nur Messrauschen/O(e)-
Schliefungsfehler).

(B) FP/Langevin-Limes. Ziclgrofie: Positivsemidefinitheit der Diffusion D(x,t) aus
Datenrekonstruktion. Kriterium: alle empirischen Eigenwerte \;(D) > —dp (Lem-
ma VIII.4.2.1 und Formelkasten VIII.4.2.1). Pass: max;[— min(0, \;)] < dp. Fail: robuste
Negativitdt iiber Fenster/Bootstrap hinweg.

(C) Zweiter Hauptsatz & Landauer/Altern. Ziclgrofie: ¥ > 0 (unselektiert)
und Landauer-Schranke im Alternmaf$. Kriterium: zeitintegrierte ¥ > —dy (Lem-
ma VIIL.6.2.1 und Korollar VIII.6.2.1); Reset-Kampagnen:

5—1

Kor

A— AT > —d1an (Korollar VIII.6.3.1undFormelkasten VIII.8.2.1).

Pass: beide Schranken erfiillt. Fail: reproduzierbare Verletzung bei kontrollierter Kali-
bration (5, k) und unselektiertem Setup.

51Giche FBA Teil III: Quantenkinematik & CPTP-Kanile, Kap. IT1.4-TI1.5 ,Instrumente & selektive
Operationen*.

52Gjehe FBA Teil IV: Dynamik & Messung (GKLS), Kap. IV.7 ,Stationire Zustinde & detailed balance®

53Giehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VII.1-VIL.2  Kalibration & thermische
Skalen®.
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Formelkasten VIII.11.2.2: Priifkatalog mit Zielgroflen & Toleranzen (II)

(D) Fluktuationssitze. Zielgrifie: Crooks-Symmetrie und Jarzynski-Moment. Krite-

rium: log PiF((_WW)) vs. W linear mit Steigung § und Schnitt bei W = AF (Formelkas-

ten VIIL.7.3.1); (e=#W) = e=#AF innerhalb §; (Formelkasten VII1.7.4.1). Pass: beide
erfiillt. Fail: systematische Abweichung bei erfillter Mikroreversibilitat/ldb (Zeitumkehr-
Protokoll korrekt).

(E) Altern vs. Eigenzeit. Zielgrofe: Trennung A von Teo. Kriterium: Vergleichsuhren-
Protokolle liefern AA # 0 bei konstanter 7y¢, und umgekehrt (Lemma VIII.8.4.1 und
Abschnitt VIII.8.5). Pass: erwartete Trennung sichtbar. Fail: A skaliert primér mit
Kinematik (bei unverénderter interner Dissipation).

(F) Transport/Antwort. Zielgroffe: L = [[;°Cdt positiv semidef.; Onsager—
Casimir-Symmetrie. Kriterium: mineig(L) > —0p0s (Formelkasten VIII.9.3.1 und Korol-
lar VIII.9.4.1); Log(B) = €negLga(—B) innerhalb 6o (Lemma VIIL9.3.1). Pass: beide
erfiillt. Fail: robuste Verletzung (nicht nur finite-size/finite-window Artefakt).

VIII.11.3 Messgroflen, Datenerhebung & Auswertung

Damit die Checkliste tatsdchlich ,plug-in“ ist, sammeln wir hier je Priifpunkt die minimal
benotigten Observablen. Die Idee ist: Jeder Block ist (i) iiber eine Standardmessung zugéng-
lich und (ii) iiber eine Standard-Auswertung in ein Pass/Fail-Kriterium tbersetzbar (mit
Bootstrap-/Fensterchecks zur Robustheit).

Minimaler Datensatz je Priifpunkt

(A) Zeitserien py, geschétztes p*, Relative-Entropie-Pfad D(p||p*).

(B) Drift/Diffusions-Rekonstruktion aus kurzen Lag-At-Inkrementen; Eigenwert-
priifung von D(z,1).

. (C) Ssys, Wirmefliisse Qq, Y; Reset-Experimente mit A sowie Kalibration 3
und K.

e (D) Arbeitssamples W fiir Vorwérts/Riickwértsprotokolle; AF aus Zustandsglei-
chung oder unabhéngiger Referenzmessung.

« (E) Vergleichsuhren-Traces: Tgeo (Kinematik) und intern bilanziertes iy zur
Bestimmung von A (Formelkasten VIII.8.2.1).

o (F) Gleichgewichts-Korrelatoren Cys(t); Antwortfunktionen x,s(t); ggf. B-
abhéngige Messung.
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Auswertung & Unsicherheiten

o Relative Entropie D(p;||p*): empfindlich bei seltenen Zustédnden/p =~ 0; Regu-
larisierung (Floor /Kappen kleinster p) und Bootstrap-Intervalle empfohlen.

o Diffusion/Drift (FP-Rekonstruktion): kurze Lags At, Drift-Abzug, lokale
Quadratik; Fensterwahl und Stabilitdt iiber At¢-Variation priifen.

o Jarzynski ((e7?")): exponentielles Reweighting = varianzempfindlich; Varianz-
reduktion via Bennett-Akzeptanzratio/Stratifizierung (vgl. 77).

o Transport (Green—Kubo): Fensterauswahl fir [ C(t)dt, Tail-
Fits/Abklingmodelle; auflerhalb des Gleichgewichts zusétzliche Quellter-
me/stationdre Strome beriicksichtigen.

VIII.11.4 Fail-Analyse & Diagnostik

Ein ,Fail“ ist informativ nur, wenn man ihn sauber dem richtigen Grund zuordnet: (i)
Annahmen/Protokolle verletzt, (ii) Rekonstruktion/Auswertung instabil, oder (iii) tatséchli-
cher Strukturbruch. Die folgende Heuristik ist als schneller Diagnosebaum gedacht (zuerst
Protokoll/Annahmen, dann Auswertung, dann Interpretation).

Typische Ursachen fiir ,,Fail“ (Heuristik)
(A) Verletzte Pointerstabilitédt/Sektorschlieung: = {II,} verfeinern, gréfiere

Tdec-Liiicke sicherstellen, unselektierte Datenerhebung priifen.

(B) Nichtdiffusiver Limes (fette Spriinge): = Sprungterme 3. und hoherer
Ordnung modellieren statt FP; ggf. auf Master-Ebene bleiben.

(C) Selektive/feedback-getriebene Protokolle: = Monotonien gelten nur unse-
lektiert (Lemma VIII.6.2.1); Instrumente/Selektion explizit bilanzieren (Proto-
kollwechsel).

(D) 1db verletzt (Nichtisothermie, Mehrbéder, zu schnelles Driving): =
NESS-/Mehrbader-Formen verwenden (vgl. Kapitel VIIL.7 und ?7?).

(E) Falsche Kalibration  oder k., inkonsistente AF-Referenz: = thermische
Skalen, Zeitkalibration und Referenzmessung priifen; vgl. ¢.

(F) Transport: endliche Fenster/Finite-Size-Effekte: = Tail-Fits, Block-
Bootstrap, B— —B-Symmetrie getrennt testen (vgl. Kapitel VIIL.9).

“Siehe FBA Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung, Kap. VII.1-VIL.2  thermische Skalen*.

VIII.11.5 Schlussbemerkung

Die Checkliste ist modular: Jeder Priifpunkt steht fiir sich und kann unabhéngig verifiziert
werden. Zusammen bilden sie eine kohédrente empirische Validierung des FBA-Bildes im
klassischen Limes — von der Projektion tiber Thermodynamik/Fluktuationen bis zur Alterung
und zum Transport. Die Umsetzung in konkreten Plattformen (Quantenoptik, Festkorper,
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weiche Materie) sowie Protokolldesign und Skalengesetze werden in Teil X vertieft; vgl. >4

fiir konkrete Messpfade und robuste Schétzer.

54Giche FBA Teil X: Vorhersagen, Falsifizierbarkeit & Briicke FBA — QM < ART, Kap. X.2 , Testgrofen
& Protokolle®.
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VIII.12 Anhang: Uberblick iiber die FBA-Reihe (Teile I-X)

Klick auf den Titel zum Download des PDF

1. Teil I: FBA-Grundlagen: Abfolge, Budget, Eigenzeit & Pfeile. Ziel: Basis-
schicht bereitstellen: Abfolge, Budget, Eigenzeit/Alterung, Front und operativer Zeitpfeil
(DPI); Minkowski-Limes aus der Budget-Quadrik; zulédssige Dynamik und Lokalitét/No-
Signalling. Import: — (Referenz fiir alle Folgeteile). Erweiterung: Schnittstellenvertrige,
Pass/Fail-Checklisten, Lesefaden.

2. Teil II: Zeit, Eigenzeit & Minkowski-Geometrie. Ziel: Eigenzeit/Quadrik ope-
rativ fassen und Geoditen ableiten. Import: Grundlagen (Abfolge, Budget, Eigenzeit,
Front/DPI). Erweiterung: glatter Limes, Variationsprinzip auf Weltlinien, Kalibration ..

3. Teil IIT: Quantenkinematik & CPTP-Kanile. Ziel: Zustandsrdaume und Kanile
(CPTP) samt Komposition. Import: Grundlagen (Budget, Kanalsicht, Komposition).
Erweiterung: konkrete Divergenzen/Kostenfunktoren C, Messungen und Klassik-Register.

4. Teil IV: Dynamik, Messung & GKLS (offene Systeme). Ziel: Kontinuierliche
offene Dynamik (GKLS) und operativer Zeitpfeil. Import: Kanidle/DPI. Erweiterung:
Spohn-Monotonie, stationire/NESS-Referenzen, Fliisse bV, b, bext,

5. Teil V: Raumzeit, Lichtkegel & lokale Feldtheorie. Ziel: Lokale Feldgleichungen
unter Front/Lokalitdt. Import: Front, Komposition, No-Signalling. Erweiterung: lokale
GKLS-Generatoren, Lieb—Robinson-artige Schranken, effektive Lichtkegel.

6. Teil VI: Gravitation & Geometrie aus Budgetfliissen. Ziel: Geometrisierung von
Budgetfliisssen. Import: Budget-Quadrik/Eigenzeit. Erweiterung: effektive Metriken aus
Kalibrationen (x¢, x,) und internen Spannungen; Kopplung an Kriimmung.

7. Teil VII: Konstanten, Skalen & Renormierung. Ziel: Skalenfithrung der Kalibrati-
onssétze. Import: ¢ = ki/Ky, kr. Erweiterung: Flow-Gleichungen fiir £¢, K, kr; Stabilitéat
von c.

8. Teil VIII: Klassischer Limes, Thermodynamik & Altern. Ziel: Makroskopik aus
Alv] (Alterung) und DPI. Import: Eigenzeit/Alterung, Spohn. Erweiterung: Entropiepro-
duktion, Euler-Lagrange-Formen fir irreversible Fliisse, effektive Transportgleichungen.

9. Teil IX: Kosmische Dynamik, Time Dilation & Inflation (TDI). Ziel: Kosmische
Abfolge & Kalibrationsfluss. Import: Budget, Eigenzeit/Front. Erweiterung: Budgetglei-
chungen auf grofiskaligen Slices; Time-Dilation-Inflation als Kalibrationsdynamik.

10. Teil X: Vorhersagen, Falsifizierbarkeit & Briicke FBA — QM <+ ART. Ziel:
Testbare Differenzen und Briicken FBA +» QM/ART. Import: alle Grundlagenbausteine.
Erweiterung: Protokolle, Grenzfalltests, tiberbestimmte Konsistenzrelationen (Pass/Fail).

Alle Teile der FBA-Reihe sind in deutscher und englischer Sprache verfiigbar unter
https://www.frame-budget-approach.eu
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https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_01_Grundlagen.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_02_Zeit_Eigenzeit_und_Minkowski_Geometrie.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_03_Quantenkinematik_CPTP_Kanaele.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_04_Dynamik_Messung_GKLS.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_05_Raumzeit_Lichtkegel_lokale_Feldtheorie.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_06_Gravitation_und_Geometrie_aus_Budgetfluessen.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_07_Konstanten_Skalen_und_Renormierung_im_FBA.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_08_Klassischer_Limes_Thermodynamik_Altern.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_09_Kosmische_Dynamik_Time_Dilation_Inflation_TDI.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu/PDF/DE/FBA_10_Vorhersagen_Falsifizierbarkeit_Bruecke_FBA_QM_ART.pdf
https://www.frame-budget-approach.eu
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